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Аннотация
Освоение осов теории информации, принципов сжатия данных и помехоустойчивого кодирования.

1. Цели и задачи

Цель дисциплины
- ознакомить студентов с основными проблемами, которые возникают при хранении, передаче и
использовании информации, а также привить навыки научного решения этих проблем.

Задачи дисциплины
-  рассмотрение  и  анализ  обобщенных  типовых  моделей  систем  передачи  информации,  их
характеристик и параметров;
- построение моделей источников информации и задание основной характеристики — энтропии,
вычисление  энтропии  для  типовых  источников,  включая  наиболее  популярные  источники
марковского типа;
- построение различных моделей дискретных, непрерывных и полунепрерывных каналов связи
и вычисление основной характеристики – пропускной способности;
- освоение основных алгебраических понятий теории полей Галуа;
-  рассмотрение  наиболее  эффективных  алгебраических  кодов  –  Хэмминга,  Боуза—Чоудхури,
Рида—Соломона.

2. Перечень формируемых компетенций

Освоение дисциплины направлено на формирование следующих компетенций:
Код и наименование компетенции Индикаторы достижения компетенции

УК-1 Способен осуществлять поиск, 
критический анализ и синтез информации, 
применять системный подход для решения 
поставленных задач

УК-1.1 Анализирует задачу, выделяя этапы ее решения,
действия по решению задачи
УК-1.2  Находит,  критически  анализирует  и  выбирает
информацию,  необходимую  для  решения  поставленной
задачи
УК-1.3  Рассматривает  различные  варианты  решения
задачи, оценивает их преимущества и недостатки
УК-1.4  Грамотно,  логично,  аргументированно
формирует собственные суждения и оценки

ОПК-1 Способен применять 
фундаментальные знания, полученные в 
области физико-математических и (или) 
естественных наук, и использовать их в 
профессиональной деятельности

ОПК-1.1 Способен анализировать поставленную задачу,
намечать пути ее решения
ОПК-1.2  Способен  строить  математические  модели,
производить количественные расчеты и оценки 
ОПК-1.3  Способен  определять  границы  применимости
полученных результатов

ОПК-4 Способен осуществлять сбор и 
обработку научно-технической и (или) 
технологической информации для решения 
фундаментальных и прикладных задач

ОПК-4.1  Владеет  методами  научного  поиска  и
интеллектуального  анализа  информации  при  решении
задач профессиональной деятельности
ОПК-4.4  Владеет  навыками  работы  с  компьютером  и
компьютерными сетями с целью получения, хранения и
обработки  научной  (технической,  технологической)
информации

ПК-4 Способен критически оценивать 
применимость используемых методик и 
методов

ПК-4.1 Знает численные порядки величин, характерных
для соответствующей профессиональной области
ПК-4.3  Способен  обосновать  причинно-следственные
отношения используемых понятий и моделей

3. Перечень планируемых результатов обучения по дисциплине (модулю)
В результате освоения дисциплины обучающиеся должны
знать:



- основные принципы теории передачи и хранения информации;
- существующие проблемы в области информатики. 

уметь:
-    применять  методы  теории  информации  на  практике:  современные  методы  сжатия  данных,
эффективные методы кодирования и декодирования;
-   анализировать и определять характеристики систем хранения и передачи информации;
-   пользоваться технической литературой научного и прикладного характера.

владеть:
-   культурой постановки и моделирования научных задач;
-    навыками грамотной  обработки  результатов  опыта  и  сопоставления  их  с  теоретическими и
табличными данными;
-   навыками самостоятельного моделирования;
-   навыками освоения большого объёма информации;
-    навыками  самостоятельной  работы  с  учебной,  научной  и  справочной  литературой,  ведения
поиска и ориентирования в библиографии.

4. Содержание дисциплины (модуля), структурированное по темам (разделам) с указанием 
отведенного на них количества академических часов и видов учебных занятий

4.1. Разделы дисциплины (модуля) и трудоемкости по видам учебных занятий

№ Тема (раздел) дисциплины

Трудоемкость по видам учебных занятий, включая 
самостоятельную работу, час.

Лекции Семинары Лаборат. работы Самост. 
работа

1 Информационные  меры.  Энтропия  и
количество информации 2 2

2
Схема  передачи  информации.
Побуквенное  кодирование  и  условие
однозначного декодирования

2 2

3 Практические методы сжатия данных 2 2
4 Арифметическое кодирование 2 2
5 Каналы связи. Теоремы Шеннона 2 2
6 Стратегии декодирования 2 2
7 Непрерывные источники 2 2
8 Непрерывные каналы 2 2
9 Группы, кольца, конечные поля 2 2
10 Расширенный алгоритм Евклида 2 2
11 Блоковые коды 2 2

12 Границы  Синглтона,  Плоткина,
Варшамова 2 2

13 Циклические коды 2 2
14 Коды Боуза—Чоудхури 2 2
15 Коды Рида—Соломона 2 2
Итого часов 30 30

Подготовка к экзамену 30 час.

Общая трудоёмкость 90 час., 2 зач.ед.

4.2. Содержание дисциплины (модуля), структурированное по темам (разделам)

Семестр: 7 (Осенний)



1. Информационные меры. Энтропия и количество информации

Различные  определения  информации.  Информация,  содержащаяся  в  реализации  случайной
величины.  Энтропия  (мера  неопределенности)  случайной  величины  и  ее  свойства.  Условная
энтропия при условии,  что  задано значение другой случайной величины.  Условная энтропия
при  условии,  что  задана  другая  случайная  величина.  Цепное  равенство.  Информационная
дивергенция.

2.  Схема  передачи  информации.  Побуквенное  кодирование  и  условие  однозначного
декодирования

Схема  дискретной  передачи  информации.  Роль  каждого  из  блоков  в  процессе  передачи
информации.  Побуквенное  кодирование.Необходимое  и  достаточное  условие  однозначного
декодирования  (неравенство  Мак-Миллана).   Префиксные  коды  и  кодовые  деревья.
Неравенство  Крафта.  Обратная  и  прямая  теоремы  Шеннона  для  побуквенного  кодирования.
Кодирование  стационарных  источников.  Обратная  и  прямая  теоремы  Шеннона  для
стационарных источников.

3. Практические методы сжатия данных

Практические  методы  сжатия  данных.  Коды  Шеннона  и  Фано.  Оптимальный  код  Крафта.
Алгоритмы  сжатия  и  восстановления  Лемпела—Зива  LZW и  LZ77.   Коэффициенты  сжатия.
Примеры для каждого случая. 

4. Арифметическое кодирование

Арифметическое  кодирование.  Подробное объяснение этого метода на  нескольких примерах.
Вычисление коэффициента сжатия. Восстановление сжатого сообщения.

5. Каналы связи. Теоремы Шеннона

Дискретные  каналы  связи  без  памяти.  Матрица  переходных  вероятностей.   Каналы,
симметричные по входу. Каналы, симметричные по выходу. Пропускная способность. Лемма
об  обработке  данных.  Лемма  оценивания  Фано.   Теоремы  Шеннона  для  канала  с  шумом.
Принципы блокового кодирования.

6. Стратегии декодирования

Стратегии декодирования.  Разделение всего пространства выходных сигналов на области по
принципу  наименьшей  вероятности  ошибки.  Вывод  формулы  для  вероятности  ошибки.  Два
подхода – без отказов и с отказами от декодирования.

7. Непрерывные источники

Непрерывные  источники.  Информационные  характеристики  непрерывных  источников.
Теорема  Котельникова  о  представлении  непрерывного  сообщения  набором  отсчётов  в
дискретные моменты времени.  

8. Непрерывные каналы

Непрерывные  каналы.  Формула  Шеннона  для  пропускной  способности  канала  с  белым
Гауссовым шумом. Формула для пропускной способности с цветным Гауссовым шумом.

9. Группы, кольца, конечные поля

Группы, кольца, конечные поля. Аддитивные группы. Мультипликативные группы. Конечные
кольца. Простые поля. Пространства.



10. Расширенный алгоритм Евклида

Многочлены над полем. Расширенный алгоритм Евклида. Расширенные поля.

11. Блоковые коды

Блоковые  коды.  Общие  понятия.  Длина,  мощность  и  скорость  кода.Границы  Синглтона,
Плоткина, Варшамова—Гилберта.

12. Границы Синглтона, Плоткина, Варшамова

Линейные  коды.  Порождающая  матрица.  Кодирование.  Систематические  коды.  Проверочная
матрица. Синдромное декодирование. Расстояние линейного кода. 

13. Циклические коды

Циклические  коды.   Алгебраические  методы  построения  циклических  кодов.  Порождающий
многочлен.

14. Коды Боуза—Чоудхури

Коды Боуза—Чоудхури—Хоквингема (БЧХ). Конструкция и параметры. Проверочная матрица
кодов  БЧХ.Декодирование  кодов  БЧХ.  Исправление  одиночных  и  двойных  ошибок.  Общий
случай исправления ошибок с помощью симметричных многочленов. Локаторы ошибок и их
вычисление. 

15. Коды Рида—Соломона

Коды  Рида—Соломона.  Конструкция  и  параметры  кодов.  Дискретное  преобразование  Фурье
(ДПФ).  Циклическая свертка и произведение Адамара. Кодирование кодов Рида—Соломона с
помощью  ДПФ.  Исправление  ошибок  с  помощью  обратного  ДПФ.  Пример:  исправление
одиночных и двойных ошибок.

5. Описание материально-технической базы, необходимой для осуществления образовательного 
процесса по дисциплине (модулю)

Учебная аудитория, оснащенная компьютером и мультимедийным оборудованием (проектор, 
звуковая система).

6.Перечень рекомендуемой литературы

Основная литература
1. Лекции по теории информации [Текст] : учеб. пособие для вузов / Э. М. Габидулин, Н. И. 
Пилипчук ; М-во образования и науки, Моск. физ.-техн. ин-т (гос. ун-т), Каф. радиотехники .— 
М. : Изд-во МФТИ, 2007 .— 214 с.
2. Лекции по алгебраическому кодированию [Текст] : учеб. пособие для вузов / Э. М. Габидулин ; 
М-во образования и науки РФ, Моск. физ.-техн. ин-т (гос. ун-т) .— М. : МФТИ, 2015 .— 107 с.

Дополнительная литература
1. Введение в дискретную теорию информации и кодирования, Электрон. версия печ. 
публикации  / С. И. Чечёта. — Москва, МЦНМО, 2011
2. Вероятность и статистика в примерах и задачах. Том 3. Теория информации и кодирования, 
Электрон. версия печ. публикации  / М. Я. Кельберт, Ю. М. Сухов. — Москва, МЦНМО, 2016

7. Перечень ресурсов информационно-телекоммуникационной сети "Интернет", необходимых 
для освоения дисциплины (модуля)



Не используются

8.  Перечень информационных технологий, используемых при осуществлении образовательного 
процесса по дисциплине (модулю), включая перечень необходимого программного обеспечения 
и информационных справочных систем (при необходимости)

Adobe Reader или любая другая программа для чтения PDF файлов.

9. Методические указания для обучающихся по освоению дисциплины (модуля)

Внимательно  слушать  и  конспектировать  лекции,  самостоятельно  решать  контрольные  задачи,
которые  лектор  задаёт  в  конце  каждой  лекции,  анализировать  ошибки,  приходить  на
консультации  к  преподавателю,  решать  задачи  из  домашних  заданий  по  мере  поступления
лекционного  материала,  не  откладывая  на  последние  дни  перед  указанным  в  задании  сроком
сдачи,  в  дополнение  к  лекциям  читать  учебные  пособия  по  данному  предмету  и  разбирать
решения типовых задач, которые в пособии приведены.
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1. Компетенции, формируемые в процессе изучения дисциплины

Код и наименование компетенции Индикаторы достижения компетенции

УК-1 Способен осуществлять поиск, 
критический анализ и синтез информации, 
применять системный подход для решения 
поставленных задач

УК-1.1 Анализирует задачу, выделяя этапы ее решения,
действия по решению задачи
УК-1.2  Находит,  критически  анализирует  и  выбирает
информацию,  необходимую  для  решения  поставленной
задачи
УК-1.3  Рассматривает  различные  варианты  решения
задачи, оценивает их преимущества и недостатки
УК-1.4  Грамотно,  логично,  аргументированно
формирует собственные суждения и оценки

ОПК-1 Способен применять 
фундаментальные знания, полученные в 
области физико-математических и (или) 
естественных наук, и использовать их в 
профессиональной деятельности

ОПК-1.1 Способен анализировать поставленную задачу,
намечать пути ее решения
ОПК-1.2  Способен  строить  математические  модели,
производить количественные расчеты и оценки 
ОПК-1.3  Способен  определять  границы  применимости
полученных результатов

ОПК-4 Способен осуществлять сбор и 
обработку научно-технической и (или) 
технологической информации для решения 
фундаментальных и прикладных задач

ОПК-4.1  Владеет  методами  научного  поиска  и
интеллектуального  анализа  информации  при  решении
задач профессиональной деятельности
ОПК-4.4  Владеет  навыками  работы  с  компьютером  и
компьютерными сетями с целью получения, хранения и
обработки  научной  (технической,  технологической)
информации

ПК-4 Способен критически оценивать 
применимость используемых методик и 
методов

ПК-4.1 Знает численные порядки величин, характерных
для соответствующей профессиональной области
ПК-4.3  Способен  обосновать  причинно-следственные
отношения используемых понятий и моделей

2. Показатели оценивания компетенций

В результате изучения дисциплины «Теория информации» обучающийся должен:

знать:
- основные принципы теории передачи и хранения информации;
- существующие проблемы в области информатики. 

уметь:
-    применять  методы  теории  информации  на  практике:  современные  методы  сжатия  данных,
эффективные методы кодирования и декодирования;
-   анализировать и определять характеристики систем хранения и передачи информации;
-   пользоваться технической литературой научного и прикладного характера.

владеть:
-   культурой постановки и моделирования научных задач;
-    навыками грамотной  обработки  результатов  опыта  и  сопоставления  их  с  теоретическими и
табличными данными;
-   навыками самостоятельного моделирования;
-   навыками освоения большого объёма информации;
-    навыками  самостоятельной  работы  с  учебной,  научной  и  справочной  литературой,  ведения
поиска и ориентирования в библиографии.

3. Перечень типовых (примерных) вопросов, заданий, тем для подготовки к текущему контролю

Проводится  путем  проведения  коротких  контрольных   в  конце  каждой  лекции  и  простых
домашних заданий



4. Перечень типовых (примерных) вопросов и тем для проведения промежуточной аттестации 
обучающихся

Критерии оценивания
Оценка  «отлично  (10)»  выставляется  обучающемуся,  если  он  правильно  отвечает  на  все  10
вопросов, заданных ему на коллоквиуме.
Оценка  «отлично  (9)»  выставляется  обучающемуся,  если  он  правильно  отвечает  на  9  из  10
вопросов, заданных ему на коллоквиуме.
Оценка  «отлично  (8)»  выставляется  обучающемуся,  если  он  правильно  отвечает  на  8  из  10
вопросов, заданных ему на коллоквиуме.
Оценка  «хорошо  (7)»  выставляется  обучающемуся,  если  он  правильно  отвечает  на  7  из  10
вопросов, заданных ему на коллоквиуме.
Оценка  «хорошо  (6)»  выставляется  обучающемуся,  если  он  правильно  отвечает  на  6  из  10
вопросов, заданных ему на коллоквиуме.
Оценка  «хорошо  (5)»  выставляется  обучающемуся,  если  он  правильно  отвечает  на  5  из  10
вопросов, заданных ему на коллоквиуме.
Оценка «удовлетворительно (4)» выставляется обучающемуся, если он правильно отвечает на 4
из 10 вопросов, заданных ему на коллоквиуме.
Оценка «удовлетворительно (3)» выставляется обучающемуся, если он правильно отвечает на 3
из 10 вопросов, заданных ему на коллоквиуме.
Оценка «неудовлетворительно (2)» выставляется обучающемуся, если он правильно отвечает на
2 из 10 вопросов, заданных ему на коллоквиуме.
Оценка «неудовлетворительно (1)» выставляется обучающемуся, если он правильно отвечает на
1 из 10 заданных ему вопросов.

5. Методические материалы, определяющие процедуры оценивания знаний, умений, навыков и
(или) опыта деятельности



 

 

 

3. Перечень типовых контрольных заданий, используемых для оценки 

знаний, умений, навыков 

 

Перечень контрольных вопросов: 

 

1. Задано совместное распределение двух случайных величин, принимающих 

два значения каждое. Найти маргинальные и условные распределения.  

2. Считая известным совместное распределение двух случайных величин, 

записать определения энтропий и условных энтропий.  

3. Входной алфавит состоит из 11 символов. Выходной алфавит состоит из 

трех символов 0,1,2. Построить разделимый код. 

4. Заданы вероятности 6 входных сообщений. Построить оптимальный 

троичный код Хаффмена и дерево Хаффмена. 

5. Задан входной блок длины 3 двоичного симметричного канала. Найти 

распределение выходного блока. 

6. Случайные величины X,Y,Z образуют простую цепь Маркова. Доказать, что 

эти же случайные величины, взятые в обратном порядке Z,Y,X, также 

образуют простую цепь Маркова. 

7. Проверить, что норма Хэмминга действительно норма. 

8. r0(x)=x4+x+1.  r1(x)=x2.  Найти обратный к  r1(x) элемент по модулю 

многочлена r0(x). 

9. В кольце целых чисел по модулю q вес Ли целого числа I равен i, если i<q, и 

q-i в противном случае. Доказать, что вес Ли является нормой.  

10. Найти порождающую матрицу и минимальное кодовое расстояние кода с 

порождающим многочленом 1+x+x2+x4. 

11. Найти матрицу ДПФ, задаваемого корнем неприводимого двоичного 

многочлена степени 4. Найти ДПФ конкретного вектора. 

12. Найти ранг некоторого вектора над полем GF(64). 

 

Студенты должны выполнить в течение семестра 2 задания. Все задания 

индивидуальные. Примеры типичных заданий: 

 

Задание 1 

A. 

Пусть X, Y, Z --случайные величины, принимающие конечное число значений. 

Пусть W = f(X,Z), где f(*) -- произвольная функция. Доказать соотношения 

H(XZW) = H(XZ); H(W|Z) <= H(X|Z); I(XZW;Y) = I(XZ;Y). 

При каких условиях имеет место знак равенства во втором соотношении? 

B. 
С помощью алгоритма LZ77 осуществить компрессию текста [B] [A] [D] [C] [C] 

[C] [B] [D] [D] [D][A] [A] [A] [C] [C] [A] [D] [B] [A] [D] [A] [B] [B] [D]. Найти 

коэффициент сжатия. Размер поискового буфера --- 8 символов, размер буфера 

необработанной части сообщения --- также 8 символов. Исходные символы 

кодируются 8 битами, позиция и длина в сжатом тексте кодируются 3 битами. 

Изначально поисковый буфер заполнен символами A. 

 

C. 

С помощью алгоритма LZW осуществить декомпрессию текста [C] [D] [A] [A] [D] 

[B] [A] [B] [257][C] [258] [B] [265] [267] [266] [D] [D] [C] [273] [A]. Найти 



коэффициент сжатия, считая исходные символы 8-битовыми, а символы сжатого 

текста --- 9-битовыми. Примечание. Символ EOF не входит ни в исходные, ни в 

закодированные сообщения. 

D. 

Источник порождает двумерную случайную величину U=(X,Y), где X,Y - 

независимые двоичные случайные величины с распределениями {4/5, 1/5} и {7/20, 

13/20}.   На входе приемника с вероятностью 0.45 регистрируется величина Z=x + 

y + xy, а с вероятностью 0.55 регистрируется величина Z=x + xy + 1. Приемник 

выносит решения по правилу: 

 Если Z=0, то выносится решение u={0 & 0} с вероятностью  $1$. 

ЕслиZ=1, то выносится решение u={0 & 0} с вероятностью 3/7 , u={ 0 & 1} 

свероятностью3/7, u={1 & 0} с вероятностью1/7. 

ЕслиZ=2, то выносится решение u={1 & 0} с вероятностью 1. 

ЕслиZ=3, то выносится решение u={1 & 1} с вероятностью 1. 

Найти взаимные информации I(U;Z), I(U;Z), I(U;U) и проверить лемму об 

обработке. Найти оценку вероятности ошибки и точное значение вероятности 

ошибки. 

E. 

Для стационарного источника X1, X2, X3,...,доказать существование предела  

\lim_{n \to \infty}H(Xn|X1, X2, X3,...,Xn-1).  

Пусть X1, X2, X3,... - двоичный стационарный Марковский источник 1-го порядка 

такой, что  PXi}|X_{i-1}}(Xi=0|Xi-1=0) =1/10,PX_{i}|X_{i-1(Xi=1|Xi-1=0) =9/10,  PX_{i}|X_{i-

1}(Xi=0|Xi-1=1) =1,PX_{i}|X_{i-1}(Xi=1|X_{i-1}=1) =0. Найти энтропию этого источника. 

F. 

Вход канала X является случайной величиной, равномерно распределенной в 

интервале [0,  16].   Выход канала равен Z=X+Y, где Y - не зависящая от X 

случайная величина  с равномерным распределением в интервале [0, 2].  Найти 

распределение случайной величины Z, дифференциальные энтропии H(Z), H(X), 

H(Y) и взаимную информацию I(Z;X). 

 

Задание 2 

 

1. Найти все делители вида xk-1 двучленов x63-1, x127}-1 и x255-1. 

 

2. Пусть G1 и G2 - порождающие матрицы кодов (n1, k, d1) и (n2, k, d2) 

соответственно. Найдите параметры кода с порождающей матрицей G = 

(G1|G2). 

 

 

 

3. Для линейного (5,2)-кода с проверочной матрицей 

1 0 0 0 0

0 1 0 1 1

0 0 1 0 1

H

 
 

  
 
 

найти порождающую матрицу G и множество лидеров 

смежных классов. Перечислить все исправляемые кодом ошибки. Найти 

результат декодирования блока  1 0 0 1 0y  . 

4. Рассмотрим код Рида-Соломона над GF(8), исправляющий 2 ошибки. 

Укажите параметры кода. Найдите порождающий полином кода. 

Закодируйте сообщение (1αα2 ), α -- примитивный элемент GF(8).Укажите 

параметры расширенного двоичного кода. Декодируйте сообщение (0 

1αα2α31 0). 



 

 

 

 

Пример экзаменационных билетов (письменный экзамен): 

 

1. Пусть X, Y, Z -- случайные величины, принимающие конечное число 

значений. Показать, что из того, что эти величины, взятые в обратном 

порядке, образуют цепь Маркова следует, что H(Z|XY) = H(Z|Y). 

 

2. С помощью алгоритма LZW осуществить декомпрессию текста   [D] [C] [D] 

[B] [D] [260] [C] [A] [259][258] [257] [263] [B] [A] [A] [C] [262] [260] [A]. 

Найти коэффициент сжатия, считая исходные символы 8-битовыми, а 

символы сжатого текста --- 9-битовыми. Примечание. Символ EOF не 

входит ни в исходные, ни в закодированные сообщения. 

3. Дискретный канал без памяти описывается матрицей переходных 

вероятностей  

2 1
, , .

3 3

q p
q p

p q

 
  

 
 

Входной и выходной алфавиты состоят из символов 0, 1. Сообщения, 

подлежащие передаче, равны 

x1 = (00000); x2 = (11010);  

x3 = (00111); x4 = (11101). 

 Найти оптимальные области декодирования для этих сообщений. Найти 

точные значения для вероятностей ошибок. 

 

4. Проверочная матрица двоичного рангового кода длины n=3 с ранговым 

расстоянием d=3 равна  
2

2 4

1
H= ,

1

 

 

 
 
 

  где   - корень многочлена 
3 2( ) 1x x x    .  Найти 

порождающую матрицу. 

Сообщение передаётся как кодовый вектор v .   Декодировать сообщение, 

предполагая, что при передаче произошла ошибка e  ранга 1. 

 

5. Найти наибольший общий делитель многочленов r1(x) и r2(x) в кольце 

GF(2)[x], где  

r1 (x) = x8 + x7 + x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x + 1, 

r2 (x) = x14 + x13 + x11 + x10 + x8 + x7 + x5 + x4 + x2 + x + 1. 

 

4. Критерии оценивания 

 

 

Оценка Баллы Критерии 

отлично 10 

Выставляется студенту, показавшему 

всесторонние, систематизированные, глубокие 

знания учебной программы дисциплины, 

проявляющему интерес к данной предметной 

области, продемонстрировавшему умение 

уверенно и творчески применять их на практике 

при решении конкретных задач, свободное и 



правильное обоснование принятых решений. 

9 

Выставляется студенту, показавшему 

всесторонние, систематизированные, глубокие 

знания учебной программы дисциплины и умение 

уверенно применять их на практике при решении 

конкретных задач, свободное и правильное 

обоснование принятых решений. 

8 

Выставляется студенту, показавшему 

систематизированные, глубокие знания учебной 

программы дисциплины и умение уверенно 

применять их на практике при решении 

конкретных задач, правильное обоснование 

принятых решений, с некоторыми недочетами. 

хорошо 

7 

Выставляется студенту, если он твердо знает 

материал, грамотно и по существу излагает его, 

умеет применять полученные знания на практике, 

но недостаточно грамотно обосновывает 

полученные результаты. 

6 

Выставляется студенту, если он твердо знает 

материал, грамотно и по существу излагает его, 

умеет применять полученные знания на практике, 

но допускает в ответе или в решении задач 

некоторые неточности. 

5 

Выставляется студенту, если он в основном 

знает материал, грамотно и по существу излагает 

его, умеет применять полученные знания на 

практике, но допускает в ответе или в решении 

задач достаточно большое количество неточностей.  

удовлетворительно 

4 

Выставляется студенту, показавшему 

фрагментарный, разрозненный характер знаний, 

недостаточно правильные формулировки базовых 

понятий, нарушения логической 

последовательности в изложении программного 

материала, но при этом он освоил основные 

разделы учебной программы, необходимые для 

дальнейшего обучения, и может применять 

полученные знания по образцу в стандартной 

ситуации. 

3 

Выставляется студенту, показавшему 

фрагментарный, разрозненный характер знаний, 

допускающему ошибки в формулировках базовых 

понятий, нарушения логической 

последовательности в изложении программного 

материала, слабо владеет основными разделами 

учебной программы, необходимыми для 

дальнейшего обучения и с трудом применяет 



полученные знания даже в стандартной ситуации. 

неудовлетворительно 

2 

Выставляется студенту, который не знает 

большей части основного содержания учебной 

программы дисциплины, допускает грубые ошибки 

в формулировках основных принципов и не умеет 

использовать полученные знания при решении 

типовых задач. 

1 

Выставляется студенту, который не знает 

основного содержания учебной программы 

дисциплины, допускает грубейшие ошибки в 

формулировках базовых понятий дисциплины и 

вообще не имеет навыков решения типовых 

практических задач. 

 

 

5. Методические материалы, определяющие процедуры оценивания знаний, 

умений, навыков и (или) опыта деятельности 

 

Экзамен проводится в письменной форме. 

Время проведения письменного экзамена составляет четыре астрономических 

часа. 

 

Во время проведения экзамена обучающиеся могут пользоваться программой 

дисциплины, любыми пособиями по теории информации и алгебраическому 

кодированию, а также простыми калькуляторами. Пользование гаджетами, 

содержащими телефон, фотокамеру и другие средства удаленной связи не 

разрешается. 
 

 



Çàäà÷è ïî òåîðèè èíôîðìàöèè

1. Îáùèå âîïðîñû, ïðèíöèï ìàêñèìóìà ýíòðîïèè

1.1. Ñëàáûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë

Ïóñòü (X1, . . . , XN) � áëîê îäèíàêîâûõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñî ñðåä-
íèì m = E[X] è äèñïåðñèåé

σ2 = E[(X −m)2].

Ïóñòü

SN =
∑

n xn

N
.

Ïîêàæèòå ÷òî

E[SN ] = m; σ2(SN) = E[(SN −m)2] =
σ2

N
.

Ïóñòü

VN =
∑

n xn√
N

.

Ïîêàæèòå ÷òî

E[VN ] = m
√

N ; σ2(VN) = E[(VN −m
√

N)2] = σ2.

1.2. Ê ôîðìóëå Ñòèðëèíãà

Ïîëó÷èòü íèæíþþ è âåðõíþþ ãðàíèöû äëÿ ôàêòîðèàëà:

e7/8[nne−n
√

n] < n! < e[nne−n
√

n].

Ñîïîñòàâèòü åå ñ èçâåñòíîé àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêîé Ñòèðëèíãà: n! ∼ nne−n
√

2πn.
(e7/8 = 2.399 <

√
2π = 2.507 < e = 2.718).

1.3. Îöåíêè áèíîìèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé

Ïîêàçàòü, ÷òî (
n
k

)
' 2h( k

n ),

ãäå h(x) = −x log x − (1 − x) log(1 − x). Ïîëó÷èòü îöåíêó äëÿ âåðîÿòíîñòè Pn(k) âû-
ïàäåíèÿ k îðëîâ â ñåðèè èç n áðîñàíèé ñèììåòðè÷íîé ìîíåòû:

Pn(k) = 2−n
(

n
k

)
' 2−n(1−h( k

n ))

Ïóñòü ìîíåòà íåñèììåòðè÷íà è âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ îðëà ñîñòàâëÿåò p. Ïîêàçàòü,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå

Pn(k) =
(

n
k

)
pk(1− p)n−k ' 2−nD( k

n ,p),

1



ãäå

D
(k

n
, p

)
=

k

n
log

k
n

p
+

n− k

n
log

n−k
n

p
.

Ïîêàçàòü, ÷òî íàèáîëåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå k
n
ðàâíî p.

1.4. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ýíòðîïèè

Ïóñòü èìååòñÿ J ãîðîäñêèõ ðàéîíîâ ñ âìåñòèìîñòÿìè Lj,
∑

j Lj = N è K îð-
ãàíèçàöèé ñ âìåñòèìîñòÿìè Wk,

∑
k Wk = N . Ïóñòü xjk � ïàññàæèðîïîòîê � ÷èñëî

ëþäåé, æèâóùèõ â ðàéîíå Lj è ðàáîòàþùèõ â îðãàíèçàöèè Wk. Ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî
M(xjk) âàðèàíòîâ ðàññåëåíèÿ/òðóäîóñòîðîéñòâà N ëþäåé, äàþùèõ çàäàííûé íàáîð
ïàññàæèðîâîòîêîâ, îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé

M ' 2H(P ),

ãäå
H(P ) = −

∑
jk

pjk log pjk; pjk =
xjk

N
.

Ïðè êàêîì óñëîâèè íà pjk ÷èñëî âàðèàíòîâ ìàêñèìàëüíî.

1.5. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ýíòðîïèè

Ïóñòü èìååòñÿ J ãîðîäñêèõ ðàéîíîâ ñ âìåñòèìîñòÿìè Lj,
∑

j Lj = N è K îð-
ãàíèçàöèé ñ âìåñòèìîñòÿìè Wk,

∑
k Wk = N . Ïóñòü xjk � ïàññàæèðîïîòîê � ÷èñëî

ëþäåé, æèâóùèõ â ðàéîíå Lj è ðàáîòàþùèõ â îðãàíèçàöèè Wk. Ïðèìåíèâ ïðèíöèï
ìàêñèìóìà ýíòðîïèè

H(P ) = −
∑
jk

pjk log pjk; pjk =
xjk

N

íàéòè ïàññàæèðîïîòîêè xjk.

1.6. Íåðàâåíñòâî Éåíñåíà

Ïóñòü f(x) � âûïóêëàÿ âíèç ôóíêöèÿ, à X = {x} � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî ñðåäíèì
çíà÷åíèåì E[x]. Ïîêàçàòü, ÷òî

E[f(x)] ≥ f(E[x])

Ðåøåíèå

Çíà÷åíèÿ âûïóêëîé âíèç ôóíêöèè ëåæàò âûøå êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé ê íåé â
ëþáîé òî÷êå x0:

f(x) ≥ f(x0) + α(x− x0).

Èìååì
E(f(x)) ≥ E[f(x0) + α(x− x0)] = f(x0) + α(E[x]− x0|).

Âûáðàâ x0 = E[x], ïðèäåì ê
E(f(x)) ≥ f(E(x)).

1.7. Ïðèìåíåíèå íåðàâåíñòâà Éåíñåíà

Ïðèìåíèâ íåðàâåíñòâî Éåíñåíà, ïîêàæèòå, ÷òî öåíòð ìàññ ñèñòåìû èç íàíèçàííûõ
íà âåðåâêó øàðèêîâ íàõîäèòñÿ âûøå âåðåâêè, ñì. ðèñóíîê.
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Ðèñ. 1. Øàðèêè íà âåðåâêå

2. Ñâîéñòâà ýíòðîïèéíûõ ôóíêöèé

2.1. q-è÷íàÿ ýíòðîïèÿ

Íàéòè ôîðìóëó äëÿ ýíòðîïèè Hq(p) ðàñïðåäåëåíèÿ íà q-òî÷êàõ ñ p1 = 1 − p è
p2 = · · · = pq = p

q−1
. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà p äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì Hq(p) è

êàêîâî çíà÷åíèå ýòîãî ìàêñèìóìà ?

2.2. Ãðàíèöû äëÿ ýíòðîïèè

Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò M çíà÷åíèé. Ïîêàæèòå, ÷òî

0 ≤ H(X) ≤ log M.

Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû äîñòèãàþòñÿ.

2.3. Èíôîðìàöèîííàÿ äèâåðãåíöèÿ

Ïóñòü P = {p(x)} Q = {q(x)} � äâà ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íà îäíîì è òîì
æå ÷èñëå òî÷åê. Ââåäåì èíôîðìàöèîííóþ äèâåðãåíöèþ ìåæäó ðàñïðåäåëåíèÿìè:

D(P ||Q) =
∑

x

p(x) log
p(x)
q(x)

.

Ïîêàæèòå, ÷òî
D(P ||Q) ≥ 0.

Ïðè êàêîì óñëîâèè äîñòèãàåòcÿ ðàâåíñòâî ?.

2.4. Ê èíôîðìàöèîííîé äèâåðãåíöèè

Ïóñòü P = {p(x)} Q = {q(x)} � äâà ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íà îäíîì è òîì
æå ÷èñëå òî÷åê. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë

F (P ||Q) =
∑

x

p(x) log
1

q(x)
.

Íà êàêîì ðàñïðåäåëåíèè P äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì F (P ||Q) ? Íà êàêîì ðàñïðåäåëåíèè
Q äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì F (P ||Q) ? Âûâåñòè îòñþäà ãðàíèöó

D(P ||Q) =
∑

p(x) log
p(x)
q(x)

= F (P ||Q)−H(P ) ≥ 0

äëÿ èíôîðìàöèîííîé äèâåðãåíöèè.
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2.5. Àääèòèâíîñòü ýíòðîïèè

Ïóñòü âî ìíîæåñòâå çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X = {x1, x2, . . . , xk, xk+1 . . . xn}
ñ ðàñïðåäåëåíèåì P = {p1, p2, . . . , pk, pk+1, . . . pn} âûäåëåí àãðåãàò A = {x1, x2, . . . xk}
ñ ïîëíîé âåðîÿòíîñòüþ pA =

∑k

j=1 pj è ðàñïðåäåëåíèåì PA = { p1
pA

, . . . , pk

pA
} è åãî äî-

ïîëíåíèå � àãðåãàò Ā ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− pA è ðàñïðåäåëåíèåì PĀ = { pk

1−pA
, . . . , pn

1−pA
}.

Ïîêàçàòü, ÷òî
H(X) = h(pA) + pAH(A) + (1− pA)H(Ā).

2.6. Óêîðî÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Ïóñòü Xn = {x1, x2, . . . , . . . xn} � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ðàñïðåäåëåíèåì
P = (p1 = p, p2, . . . , pn). Óêîðîòèì åå äî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xn−1 = {x2, . . . , . . . xn}
c ðàñïðåäåëåíèåì P = ( p2

1−p
, . . . , pn

1−p
). Ïîêàçàòü, ÷òî

H(Xn) = h(p) + (1− p)H(Xn−1).

2.7. Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé

Ïóñòü ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X = {x} ñ ðàñïðåäåëåíèåì
P = {p(x)} ðàçáèòî íà M íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ Xm � àãðåãàòîâ ñ ïîëíûìè
âåðîÿòíîñòÿìè Pm =

∑
x∈Xm

p(x) è ðàñïðåäåëåíèÿìè Pm = {pm(x) = p(x)

Pm
}. Ïîêàçàòü,

÷òî

H(X) = H(P1, P2, . . . , PM) +
M∑

j=1

PmH(Xm).

2.8. Îöåíêè ýíòðîïèéíûõ ôóíêöèé

Ïóñòü A,B, C � ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû ñ ðàñïðåäåëåíèåì PABC(abc) = PA(a)PB(b)PC(c) è ýíòðîïèÿìè
H(A),H(B),H(C). Äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X = (A,B) è Y = (B,C) íàéòè
H(XY ),H(X),H(Y ),H(X|Y ),H(Y |X), I(X, Y ), R(X, Y ).

2.9. Âû÷èñëåíèå ýíòðîïèéíûõ ôóíêöèé

Ïóñòü X, Y íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ðàâíîâåðîÿòíûìè çíà÷åíèÿìè 0 è
1. Ââåäåì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû S = (X + Y )mod2 è M = XY . Íàéòè

H(SM),H(S),H(M),H(S|M),H(M |S), I(S, M), R(S, M) = H(S|M) + H(M |S)

Ïðîâåðèòü ÷òî

H(SM) = H(S)+H(M |S) H(SM) = H(M)+H(S|M) H(SM) = I(S, M)+R(S, M).

2.10. Äîáàâëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Ïîêàæèòå ÷òî ýíòðîïèÿ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ áîëüøå ýíòðîïèè ìàðãèíàëü-
íîãî:

H(XY ) ≥ H(X); H(XY |Z) ≥ H(X|Z).
Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ äîñòèãàþòñÿ ðàâåíñòâà.

2.11. Äîáàâëåíèå óñëîâèÿ

Ïîêàæèòå ÷òî äîáàâëåíèå óñëîâèÿ ñíèæàåò ýíòðîïèþ:

H(X|Y ) ≤ H(X); H(X|Y Z) ≤ H(X|Z).

Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ äîñòèãàþòñÿ ðàâåíñòâà.
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2.12. Äîáàâëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Ïîêàæèòå, ÷òî

H(Y, Z)−H(Z) ≥ H(X, Y, Z)−H(X, Y ).

(Äîáàâëåíèå X ïîâûøàåò ðàçíîñòü ìåæäó ýíòðîïèÿìè ñîâìåñòíîãî è ìàðãèíàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèé)

2.13. Ìåðà âçàèìíîé ñëó÷àéíîñòè

Ïóñòü R(X, Y ) = H(X|Y ) + H(Y |X) � ìåðà âçàèìíîé ñëó÷àéíîñòè ìåæäó X è Y .
Ïîêàæèòå, ÷òî

0 ≤ R(X, Y ) ≤ H(X) + H(Y ).

Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòè ãðàíèöû äîñòèãàþòñÿ ? Ïðîâåðüòå âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà
òðåóãîëüíèêà:

R(X, Y ) ≤ R(X, Z) + R(Z, Y ).

2.14. Ê âçàèìíîé èíôîðìàöèè

Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåäñòàâëåíèé äëÿ âçàèìíîé èíôîðìàöèè

I(X, Y ) = H(X)−H(X|Y ) = H(Y )−H(Y |X) =

= H(X) + H(Y )−H(X, Y ) = H(X, Y )−R(X, Y ).

Ïîêàæèòå, ÷òî I(X, Y ) ≤ H(X), I(X, Y ) ≤ H(Y ). Êîãäà ýòè ãðàíèöû äîñòèãàþòñÿ.

2.15. Ê âçàèìíîé èíôîðìàöèè

Ïîêàæèòå, ÷òî ñîâìåñòíàÿ âçàèìíà èíôîðìàöèÿ ïðåâûøàåò ìàðãèíàëüíóþ:

I(XY, Z) ≥ I(X, Z),

I(XY,Z) ≥ I(Y, Z).

Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ äîñòèãàþòñÿ ðàâåíñòâà.

2.16. Øèôðîâàíèå

Ïóñòü îòêðûòûé òåêñò � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà M è êëþ÷ K ïðåîáðàçóþòñÿ â
øèôðîòåêñò C òàê, ÷òî îòêðûòûé òåêñò îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî C è K
� H(M |KC) = 0.

Ðèñ. 2. Ñõåìà ùèôðîâàíèÿ

Äîêàæèòå ãðàíèöó
I(M,C) ≥ H(M)−H(K).
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3. Êîäèðîâàíèå èñòî÷íèêà ñ ïîòåðÿìè

3.1. Îáùàÿ ãðàíèöà ×åáûøåâà

Ïóñòü ϕ(x) íåîòðèöàòåëüíà (ϕ(x) ≥ 0) è òàêîâà, ÷òî èç x > a âûòåêàåò ϕ(x) > ϕ(a).
Ïîêàæåòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X = {x} c ìàòîæèäàíèåì E(ϕ(X))
ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

P (x ≥ a) ≤ E(ϕ(X))
ϕ(a)

.

3.2. Ýëåìåíòàðíàÿ ãðàíèöà ×åáûøåâà

Ïóñòü X = {x} � íåîòðèöàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ìàòîæèäàíèåì E(X).
Ïîêàæèòå, ÷òî

P (x ≥ a) ≤ E(X)
a

.

Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñèòóàöèè, êîãäà ýòà ãðàíèöà äîñòèãàåòñÿ.

3.3. Ãðàíèöà ×åáûøåâà äëÿ äèñïåðñèè

Ïóñòü X = {x} � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ìàòîæèäàíèåì E(X) = m è äèñïåðñèåé
E[(X −m)2] = σ2. Ïîêàæèòå ÷òî,

P (|x−m| ≥ a) ≤ σ2

a2
.

3.4. Ãðàíèöà ×åáûøåâà äëÿ äèñïåðñèè ñóììû

Ïóñòü SN =
PN

k=1 xk

N
ñóììà îäèíàêîâûõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X ñ ìà-

òîæèäàíèåì E[X] = m è äèñïåðñèåé E[(X −m)2] = σ2. Ïîêàæèòå, ÷òî

P (|SN −m| ≥ a) ≤ σ2

Na2
.

Âûâåäèòå îòñþäà ñëåäñòâèå:

P
(
|SN −m| ≥ C√

N

)
≤ σ2

C2
.

3.5. Ãðàíèöà ×åáûøåâà äëÿ ñóììû äâîè÷íûõ âåëè÷èí

Ïóñòü X = {0, 1} � äâîè÷íàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ P (1) = p, P (0) = 1 − p.
Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ýòîãî ðîäà ñïðàâåäëèâà
îöåíêà:

P
(∣∣∣∑N

k=0 xk

N
− p

∣∣∣ ≥ a
)

= P
(
|SN − p| ≥ a

)
≤ p(1− p)

Na2
.

Â ÷àñòíîñòè,

P
(
|SN − p| ≥ C√

N

)
≤ p(1− p)

C2
.

3.6. Ãðàíèöà ×åðíîâà

Âûâåñòè ãðàíèöó ×åðíîâà:

P (x ≥ a) ≤ minµ≥0(e−µaE[eµx]).

Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ %(x) = 1√
2π

e−
x2
2 ãðàíèöà

×åðíîâà äàåò:

P (x ≥ a) ≤ e−
a2
2 .
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3.7. Ê êîíñòðóêöèè ìíîæåñòâà òèïè÷íûõ áëîêîâ

Ïóñòü XN = (X1, . . . XN) � áëîê íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ýíòðîïèåé
H = H(Xk) êàæäàÿ. Ïîêàçàòü, ÷òî

P
(∣∣∣ 1

N
log

1
P (x1 . . . xn)

−H
∣∣∣ ≥ β

)
≤ σ2

Nβ2
,

ãäå

σ2 = E[(log
1

P (x)
−H)2]

3.8. Ìíîæåñòâî òèïè÷íûõ áëîêîâ

Ïóñòü XN = (X1, . . . XN) � áëîê íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ýíòðîïèåé
H = H(Xk) êàæäàÿ. Ïîêàçàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå çíà÷åíèé XN = {x̄ = (x1, . . . , xN)}
ìîæíî âûáðàòü ïîäìíîæåñòâî òèïè÷íûõ áëîêîâ

Tβ(N) = {x̄ :
∣∣∣ 1
N

log
1

P (x̄)
−H

∣∣∣ ≤ β}

ñ âåðîÿòíîñòÿìè, �ïî÷òè� ðàâíûìè 2−NH â ñìûñëå

2−N(H+β) ≤ P (x̄) ≤ 2−N(H−β)

è ïðè ýòîì

P (Tβ(N)) ≥ 1− 1
Nβ2

→ 1.

3.9. Îöåíêè ìîùíîñòè ìíîæåñòâà òèïè÷íûõ áëîêîâ

Ïóñòü XN = (X1, . . . XN) � áëîê íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ýíòðîïèåé
H = H(Xk) êàæäàÿ, XN = {x̄ = (x1, . . . , xN)} � ïðîñòðàíñòâî èõ çíà÷åíèé,

Tβ(N) = {x̄ :
∣∣∣ 1
N

log
1

P (x̄)
−H

∣∣∣ ≤ β}

ìíîæåñòâî òèïè÷íûõ áëîêîâ â íåì. Âûâåñòè ãðàíèöû äëÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà
Tβ(N):

(1− σ2

Nβ2
)2N(H−β) ≤ |Tβ(N)| ≤ 2N(H+β)

3.10. Ïðÿìàÿ òåîðåìà êîäèðîâàíèÿ èñòî÷íèêà

Ïîêàæèòå, ÷òî âî ìíîæåñòâå XN = {x̄ = (x1, . . . , xN)} áëîêîâ íåçàâèñèìûõ ñèì-
âîëîâ îò èñòî÷íèêà ñ ýíòðîïèåé H ìîæíî âûáðàòü ïîäìíîæåñòâî Sδ c P (Sδ) ≥ 1− δ
ìîùíîñòè íå ïðåâûøàþùåé 2N(H+ε), ÷òî îáåñïå÷èò âîçìîæíîñòü êîäèðîâàíèÿ ñ ñêî-
ðîñòüþ íå áîëåå N(H + ε) áèòîâ íà áëîê ïðè âåðîÿòíîñòè îøèáêè íå áîëåå δ.

3.11. Îáðàùåíèå òåîðåìû êîäèðîâàíèÿ èñòî÷íèêà

Ïóñòü XN = {x̄ = (x1, . . . , xN)} ìíîæåñòâî áëîêîâ íåçàâèñèìûõ ñèìâîëîâ îò èñ-
òî÷íèêà ñ ýíòðîïèåé . Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì âûáîðå ïîäìíîæåñòâà Sδ ìîùíîñòè
|Sδ| ≤ 2N(H−ε) âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà ýòîãî ìíîæåñòâà P (Sδ) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè
N →∞.
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4. Êîäèðîâàíèå èñòî÷íèêà áåç ïîòåðü

4.1. Íåðàâåíñòâî Êðàôòà

Ïóñòü lj � íàáîð äëèí ñëîâ äâîè÷íîãî êîäà ñ îäíîçíà÷íûì äåêîäèðîâàíèåì. Äîêà-
æèòå íåðàâåíñòâî Êðàôòà:

S =
∑

j

2−lj ≤ 1.

4.2. Íèæíÿÿ ãðàíèöà äëÿ äëèíû äâîè÷íîãî ïðåôèêñíîãî êîäà

Ïóñòü M ñèìâîëîâ èñòî÷íèêà ñ âåðîÿòíîñòÿìè pm çàêîäèðîâàíû äâîè÷íûì ïðå-
ôèêñíûì êîäîì ñ äëèíàìè ñëîâ lm. Äîêàæèòå íèæíþþ ãðàíèöó äëÿ ñðåäíåé äëèíû
êîäîâîãî ñëîâà:

L =
∑
m

pmlm ≥ H,

ãäå H = −
∑

m pm log pm � ýíòðîïèÿ èñòî÷íèêà.

4.3. Íèæíÿÿ ãðàíèöà äëÿ äëèíû q-è÷íîãî ïðåôèêñíîãî êîäà

Ïóñòü M ñèìâîëîâ èñòî÷íèêà ñ âåðîÿòíîñòÿìè pm çàêîäèðîâàíû q-è÷íûì ïðå-
ôèêñíûì êîäîì ñ äëèíàìè ñëîâ lm. Äîêàæèòå íèæíþþ ãðàíèöó äëÿ ñðåäíåé äëèíû
êîäîâîãî ñëîâà:

L =
∑
m

pmlm ≥ H

log q
,

ãäå H = −
∑

m pm log pm � ýíòðîïèÿ èñòî÷íèêà.

4.4. Âåðõíÿÿ ãðàíèöà äëÿ äëèíû äâîè÷íîãî ïðåôèêñíîãî êîäà

Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ M -ñèìâîëüíîãî èñòî÷íèêà ñ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé pm

è ýíòðîïèåé H ñóùåñòâóåò äâîè÷íûé ïðåôèêñíûé êîä ñî ñðåäíåé äëèíîé ñëîâà, óäî-
âëåòâîðÿþùåé ãðàíèöå:

L ≤
∑
m

pmlm ≤ H + 1.

4.5. Âåðõíÿÿ ãðàíèöà äëÿ äëèíû q-è÷íîãî ïðåôèêñíîãî êîäà

Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ M -ñèìâîëüíîãî èñòî÷íèêà ñ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé pm

è ýíòðîïèåé H ñóùåñòâóåò q-è÷íûé ïðåôèêñíûé êîä ñî ñðåäíåé äëèíîé ñëîâà, óäî-
âëåòâîðÿþùåé ãðàíèöå:

L ≤
∑
m

pmlm ≤ H

log q
+ 1.

4.6. Óòî÷íåííàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà äëÿ äëèíû äâîè÷íîãî
ïðåôèêñíîãî êîäà

Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ M -ñèìâîëüíîãî èñòî÷íèêà ñ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé pm

è ýíòðîïèåé H ñóùåñòâóåò äâîè÷íûé ïðåôèêñíûé êîä ñî ñðåäíåé äëèíîé ñëîâà, óäî-
âëåòâîðÿþùåé ãðàíèöå:

L ≤
∑
m

pmlm ≤ H + µ,

ãäå µ =
∑

m pmµm ñðåäíåå çíà÷åíèå äîïîëíåíèÿ ëîãàðèôìà log 1
pm

äî áëèæàéøåãî
öåëîãî ñâåðõó: lm = log 1

pm
+ µm, 0 ≤ µm < 1.
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4.7. Ñëó÷àé ðàâåíñòâà ñðåäíåé äëèíû è ýíòðîïèè

Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè âåðîÿòíîñòè pm âñåõ M ñèìâîëîâ èñòî÷íèêà âûðàæàþòñÿ ñòå-
ïåíÿìè äâîéêè (pm = 2−lm), òî ñóùåñòâóåò äâîè÷íûé ïðåôèêñíûé êîä ñî ñðåäíåé
äëèíîé, ðàâíîé ýíòðîïèè èñòî÷íèêà H: L =

∑
m pmlm = H. Ïîêàæèòå òàêæå, ÷òî

íàáîð lm äëèí ýòîãî êîäà óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó Êðàôòà:∑
m

2−lm = 1.

4.8. Êîíñòðóêöèÿ äâîè÷íîãî êîäà Õàôôìàíà

Ïîñòðîéòå îïòèìàëüíûé äâîè÷íûé êîä Õàôôìàíà äëÿ èñòî÷íèêà (a, b, c, d, e) c
âåðîÿòíîñòÿìè ñèìâîëîâ (0.25, 0.25, 0.2, 0.15, 0.15).

4.9. Êîíñòðóêöèÿ äâîè÷íîãî êîäà Õàôôìàíà

Ïîñòðîéòå îïòèìàëüíûé êîä Õàôôìàíà äëÿ êîäèðîâàíèÿ âîñüìè äâîè÷íûõ 3-
áëîêîâ èç íåçàâèñèìûõ ñèìâîëîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöû p = 1/3. Îöåíèòå ñðåäíþþ
äëèíó ñëîâà.

4.10. Êîíñòðóêöèÿ äâîè÷íîãî êîäà Õàôôìàíà

Ïîñòðîéòå îïòèìàëüíûé êîä Õàôôìàíà äëÿ êîäèðîâàíèÿ âîñüìè äâîè÷íûõ 3-
áëîêîâ èç íåçàâèñèìûõ ñèìâîëîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöû p = 1/4. Îöåíèòå ñðåäíþþ
äëèíó ñëîâà.

4.11. Ê äâîè÷íîìó êîäó Õàôôìàíà

Îáðàòèâøèñü ê êîíñòðóêöèè êîäà Õàôôìàíà äëÿ êîäèðîâàíèÿ âîñüìè äâîè÷íûõ
3-áëîêîâ èç íåçàâèñèìûõ ñèìâîëîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöû p, ïîêàæèòå, ÷òî íè ïðè
êàêîì çíà÷åíèè p äëèíà îïòèìàëüíîãî êîäà Õàôôìàíà íå ìîæåò äîñòèãàòü 7.

4.12. Ê ïðîáëåìå åäèíñòâåííîñòè êîäà Õàôôìàíà

Äëÿ 4-ñèìâîëüíîãî èñòî÷íèêà (a, b, c, d) ñ âåðîÿòíîñòÿìè ( 1
6
, 1

6
, 1

3
, 1

3
) ïîñòðîéòå âñå

ðàçëè÷íûå îïòèìàëüíûå êîäà Õàôôìàíà. Ïðîâåðüòå ôàêò ñîâïàäåíèÿ èõ äëèí.

4.13. Ïîëíûå êîäû Õàôôìàíà

Ïðåôèêñíûé êîä íàçîâåì ïîëíûì, åñëè â åãî äåðåâå îòñóòñòâóþò ñâîáîäíûå ëè-
ñòüÿ, òî åñòü, íåðàâåíñòâî Êðàôòà âûïîëíÿåòñÿ ñ ðàâåíñòâîì. Ïðè êàêèõ ðàçìåðàõ
M àëôàâèòà èñòî÷íèêà ñóùåñòâóþò ïîëíûå q-è÷íûå ïðåôèêñíûå êîäû ?

4.14. Ïîëíûå êîäû Õàôôìàíà

Ïðåôèêñíûé êîä íàçîâåì ïîëíûì, åñëè â åãî äåðåâå îòñóòñòâóþò ñâîáîäíûå ëè-
ñòüÿ, òî åñòü, íåðàâåíñòâî Êðàôòà âûïîëíÿåòñÿ ñ ðàâåíñòâîì. Ïîêàæèòå, ÷òî ïîëíûé
äâîè÷íûé ïðåôèêñíûé êîä ñóùåñòâóåò ïðè ëþáîì ðàçìåðå M ≥ 2 àëôàâèòà èñòî÷-
íèêà.

4.15. Ýëåìåíòàðíûé êîä Òàíñòîëëà

Ïóñòü äâîè÷íûé ïðåôèêñíûé êîä Òàíñòîëëà ñî ñëîâàìè (0, 10, 11) èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîòîêà ðàâíîâåðîÿòíûõ äâîè÷íûõ ñèìâîëîâ èñòî÷íèêà â òðî-
è÷íûé àëôàâèò (A,B, C). Íàéòè ýíòðîïèþ íà ñèìâîë òðè÷íîãî âûõîäíîãî ïîòîêà è
ñðàâíèòü åå ñî ñðåäíèì ÷èñëîì áèòîâ èñòî÷íèêà íà òðîè÷íûé ñèìâîë.
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4.16. Êîä Òàíñòîëëà

Ïîñòðîèòü äâîè÷íûé ïðåôèêñíûé êîä Òàíñòîëëà äëÿ êîäèðîâàíèÿ ïîòîêà íåçà-
âè÷èìûõ äâîè÷íûõ ñèìâîëîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöû p = 1/3 íà äåâÿòü 2-áëîêîâ
ñèìâîëîâ òðîè÷íîãî àëôàâèòà (A,B, C) Îöåíèòü ñðåäíåå ÷èñëî áèòîâ íà òðîè÷íûé
2-áëîê.

4.17. Àðèôìåòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå

Ïóñòü àðèôìåòè÷åñêèé êîäåð ïðåîáðàçóåò ïîòîê íåçàâèñèìûõ äâîè÷íûõ ñèìâîëîâ
ñ âåðîÿòíîñòüþ íóëÿ, ðàâíîé 1/3 â äâîè÷íûé æå âûõîäíîé ïîòîê. Íà âõîä êîäåðà
óæå ïîñòóïèëè äâà ñèìâîëà � (0, 0), (0, 1), (1, 0) èëè (1, 1). Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ÷åòû-
ðåõ âàðèàíòîâ óêàæèòå: Êàêèå ñèìâîëû óæå ìîãóò áûòü ïîñëàíû íà âûõîä ? Êàêèå
ñèìâîëû ñëåäóåò äîáàâèòü, ÷òîáû îáîðâàòü ïðîöåññ êîäèðîâàíèÿ ñ âîçìîæíîñòüþ
âîññòàíîâëåíèÿ ïåðåäàííîé ïàðû ?

4.18. Àðèôìåòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå 2

Ïóñòü íà âõîä àðèôìåòè÷åñêîãî êîäåðà, ïðåîáðàçóþùåãî ïîòîê íåçàâèñèìûõ ðàâ-
íîâåðîÿòíûõ òðîè÷íûõ ñèìâîëîâ A,B, C â äâîè÷íûé âûõîäíîé ïîòîê ïîñòóïèëè äâà
ñèìâîëà. Äëÿ êàæäîé èç äåâÿòè âîçìîæíûõ ïàð óêàæèòå äâîè÷íûé êîä, ïîñëàííûé
íà âûõîä êîäåðà.

4.19. Äâîè÷íûé êîäåð Ëåìïåëÿ

Ïóñòü äâîè÷íûé êîäåð Ëåìïåëÿ ïðåîáðàçóåò âõîäíîé áèòîâûé ïîòîê â ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïàð (n)b, ãäå n - íîìåð ñëîâà èç òåêóùåãî ñëîâàðÿ êîäîâûõ áëîêîâ, à b-áèò
0 èëè 1, êîòîðûì âõîäíîé áëîê îòëè÷àåòñÿ îò áëîêà èç ñëîâàðÿ. Âíà÷àëå ñëîâàðü
ïóñò. Ïî ðåçóëüòàòó ôîðìèðîâàíèÿ êàæäîé ïàðû (n)b â ñëîâàðü çàíîñèòñÿ î÷åðåäíîå
ñëîâî. Ñëîâà íóìåðóþòñÿ ñ åäèíèöû â ïîðÿäêå äîáàâëåíèÿ.

Íàéòè ðåçóëüòàò êîäèðîâàíèÿ äâîè÷íîãî áëîêà: 0 00 1 11 10 111 1111 000. Êàêîé
ñëîâàðü áóäåò ñîñòàâëåí êîäåðîì ?

4.20. Äâîè÷íûé êîäåð Ëåìïåëÿ

Ïóñòü äâîè÷íûé êîäåð Ëåìïåëÿ ïðåîáðàçóåò âõîäíîé áèòîâûé ïîòîê â ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïàð (n)b, ãäå n - íîìåð ñëîâà èç òåêóùåãî ñëîâàðÿ êîäîâûõ áëîêîâ, à b-áèò
0 èëè 1, êîòîðûì âõîäíîé áëîê îòëè÷àåòñÿ îò áëîêà èç ñëîâàðÿ. Âíà÷àëå ñëîâàðü ïóñò
� ñîñòîèò òîëüêî èç ïóñòîãî ñëîâà íîìåð 0. Ïî ðåçóëüòàòó îáðàáîòêè êàæäîé ïàðû
(n)b â ñëîâàðü çàíîñèòñÿ î÷åðåäíîå ñëîâî. Ñëîâà íóìåðóþòñÿ ñ åäèíèöû â ïîðÿäêå
äîáàâëåíèÿ.

Ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ïîòîê ïàð:

(0)0|(1)0|(0)1|(3)1|(3)0|(4)1|(6)1|(2)0

Âîññòàíîâèòü âõîäíîé äâîè÷íûé áëîê. Êàêîé ñëîâàðü áóäåò ñîñòàâëåí äåêîäåðîì
?

5. Áàéåñîâñêîå îöåíèâàíèå

5.1. Áàéåñîâñêàÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè

Ïóñòü â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç n = 100 áðîñàíèé íåñèììåòðè÷íîé ìîíåòû ñ íåèç-
âåñòíîé âåðîÿòíîñòüþ p âûïàäåíèÿ îðëà âûïàëî k = 50 îðëîâ è n − k = 50 ðåøåê.
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Ïî ðåçóëüòàòó íàáëþäåíèÿ k ïîñòðîèòü áàéåñîâñêóþ îöåíêó ïëîòíîñòè ρ(p) àïîñòå-
ðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà p, ñ÷èòàÿ àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ρ0(p) ðàâíî-
ìåðíûì. Íàéòè ìàòîæèäàíèå E[p] ïàðàìåòðà p ïî ïëîòíîñòè ρ(p) � ýìïèðè÷åñêóþ
îöåíêó âåðîÿòíîñòè p. Ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî∫ 1

0

pn(1− p)mdp =
n!m!

(n + m + 1)!
.

5.2. Ëåììà î ñîâìåñòèòåëüñòâå

Ïóñòü íà Âàø âûáîð ïðåäëîæåíî N ìåñò ðàáîòû ñ îêëàäàìè Sn, n = [1, N ]. Äî-
ïóñêàåòñÿ ÷àñòè÷íàÿ çàíÿòîñòü ñ âûïëàòîé qnSn, ïðîïîðöèîíàëüíîé äîëå qn ðàáî÷åãî
âðåìåíè. Òðåáóåòñÿ ðàñïðåäåëèòü ðàáî÷åå âðåìÿ (âûáðàòü íàáîð äîëåé qn ñ

∑
n qn = 1)

òàê, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü ñóììàðíûé äîõîä

S =
N∑

n=1

qnSn.

5.3. Îöåíêà ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè

Ïóñòü ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèé ñèìâîëà X = {x} âûíîñÿòñÿ ïî ðåçóëüòàòó
íàáëþäåíèÿ çíà÷åíèÿ Y = {y} íà âûõîäå êàíàëà ñ ìàòðèöåé óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé
PY |X(y|x) = P (y|x). Ïîêàæèòå, ÷òî ðåøåíèå ïî ìàêñèìóìó àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíî-
ñòè

x̃ = argmaxxPX|Y(x|y)

ìèíèìèçèðóåò ñðåäíþþ âåðîÿòíîñòü îøèáêè

Pe =
∑
x̃6=x

P (x, x̃).

5.4. Îöåíêà ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ

Ïóñòü ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèé ñèìâîëà X = {x} âûíîñÿòñÿ ïî ðåçóëüòàòó
íàáëþäåíèÿ çíà÷åíèÿ Y = {y} íà âûõîäå êàíàëà ñ ìàòðèöåé óñëîâíûõ âåðîÿòíî-
ñòåé PY |X(y|x) = P (y|x). Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè ðàâíîìåðíîì àïðèîðíîì ðàñïðåäåëåíèè
(P (x) = 1

|X|) îöåíêà ïî ìàêñèìóìó àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè

x̃ = argmaxxPX|Y(x|y)

ñâîäèòñÿ ê îöåíêå ïî ìàêñèìóìó ïðàâäîïîäîáèÿ:

x̃ = argmaxxPY|X(y|x).

5.5. Ñëîæåíèå îòíîøåíèé ïðàâäîïîäîáèÿ

Ïóñòü ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèé äâîè÷íîãî ñèìâîëà X = {0, 1} c âåðîÿòíî-
ñòüþ P (x = 1) = q âûíîñÿòñÿ ïî ðåçóëüòàòó íàáëþäåíèÿ çíà÷åíèÿ Y = {y} íà âûõîäå
êàíàëà ñ ìàòðèöåé óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé PY |X(y|x) = P (y|x). Ïîêàæèòå, ÷òî ëîãà-
ðèôì îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ
ñóììîé

ln
P (x = 0|y)
P (x = 1|y)

= ln
P (y|x = 0)
P (y|x = 1)

+ ln
1− q

q
.
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5.6. Ñëîæåíèå îòíîøåíèé ïðàâäîïîäîáèÿ íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé

Ïóñòü ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèé äâîè÷íîãî ñèìâîëà X = {0, 1} c âåðîÿò-
íîñòüþ P (x = 1) = q âûíîñÿòñÿ ïî ðåçóëüòàòàì äâóõ íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé çíà-
÷åíèÿ Y = {y} è Z = {z} íà âûõîäàõ êàíàëîâ ñ ìàòðèöàìè óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé
PY |X(y|x) = P (y|x) è PZ|X(z|x) = P (z|x). Ïîêàæèòå, ÷òî ëîãàðèôì îòíîøåíèÿ ïðàâ-
äîïîäîáèÿ äëÿ àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóììîé

ln
P (x = 0|yz)
P (x = 1|yz)

= ln
P (y|x = 0)
P (y|x = 1)

+ ln
P (z|x = 0)
P (z|x = 1)

+ ln
1− q

q

5.7. Îòíîøåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ ñóììû

Ïóñòü z = x+ y ñóììà ïî ìîäóëþ äâà äâóõ ñëó÷àéíûõ áèòîâ ñ âåðîÿòíîñòÿìè åäè-
íèö P (x = 1) = p, P (y = 1) = q (ëîãàðèôìàìè îòíîøåíèé ïðàâäîïîäîáèÿ λx = ln 1−p

p

è λy = ln 1−q
q
). Ïîêàæèòå, ÷òî ëîãàðèôì îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ λz äëÿ ñóììû z

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

λz = ln
1 + th(λx

2
) th(λy

2
)

1− th(λx

2
) th(λy

2
)
.

5.8. Ìàêñèìóì àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè â äâîè÷íîì ñëó÷àå

Ïóñòü äâîè÷íàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X c âåðîÿòíîñòüþ P (x = 1) = q îöåíèâàåòñÿ
ïî äâîè÷íûì çíà÷åíèÿì Y íà âûõîäå äâîè÷íîãî ñèììåòðè÷íîãî êàíàëà ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ îøèáêè p < 1/2. Ïîêàæèòå, ÷òî îöåíèâàíèå x ïî ìàêñèìóìó àïîñòåðèîðíîé
âåðîÿòíîñòè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ x̃ = y ïðè q > p è ðåøåíèþ x̃ = 0 ïðè q < p. Êàêîâû
ñðåäíèå âåðîÿòíîñòè îøèáîê â îäíîì è äðóãîì ñëó÷àå.

5.9. Îòíîøåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ è äâîè÷íàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà â
ãàóññîâñêîì øóìå

Ïóñòü äâîè÷íàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X = 0, 1 íàáëþäàåòñÿ íà âûõîäå ãàóññîâñêîãî
êàíàëà ñ óñëîâíûìè ïëîòíîñòÿìè

%(y|0) =
1√
2πσ

e−
(y−c)2

2σ2 ; %(y|1) =
1√
2πσ

e−
(y+c)2

2σ2 ;

Ïóñòü

λ(y) = ln
%(y|0)
%(y|1)

� ëîãàðèôì îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïîêàæèòå, ÷òî

λ(y) =
2yc

σ2
, %(y|0) =

1
1 + e−λ

; %(y|1) =
1

1 + eλ
;

5.10. Îöåíèâàíèå äâîè÷íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â ãàóññîâñêîì
øóìå

Ïóñòü äâîè÷íàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X = 0, 1 ñ P (x = 1) = q íàáëþäàåòñÿ íà
âûõîäå ãàóñcîâñêîãî êàíàëà ñ óñëîâíûìè ïëîòíîñòÿìè

%(y|0) =
1√
2πσ

e−
(y−c)2

2σ2 ; %(y|1) =
1√
2πσ

e−
(y+c)2

2σ2 ;

Ïðåäëîæèòå ïðàâèëà îöåíèâàíèÿ X ïî íàáëþäåíèþ y ïî ìàêñèìóìó àïîñòåðèîðíîé
âåðîÿòíîñòè è ìàêñèìóìó ïðàâäîïîäîáèÿ.
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6. Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü, òåîðåìû êîäèðîâàíèÿ

6.1. Ãðàíèöà Ôàíî

Ïóñòü çíà÷åíèÿ K-çíà÷íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X îöåíèâàåòñÿ ïî íàáëþäåíèÿì
Y íà âûõîäå êàíàëà ñ ìàòðèöåé óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé P (Y |X). Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè
ëþáîì àëãîðèòìå îöåíèâàíèÿ Q(X̃|Y ) âåðîÿòíîñòü îøèáêè

Pe =
∑

x6=x̃,y

P (x)P (y|x)Q(x̃|y)

óäîâëåòâîðÿåò ãðàíèöå Ôàíî:

h(Pe) + Pe log2(K − 1) ≥ H(X|X̃),

ãäå h(x) = −x log x− (1− x) log(1− x) - äâîè÷íàÿ ýíòðîïèÿ.

6.2. Äâîè÷íàÿ ãðàíèöà Ôàíî

Ïóñòü çíà÷åíèÿ äâîè÷íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X = 0, 1 îöåíèâàåòñÿ ïî íàáëþäå-
íèÿì Y íà âûõîäå êàíàëà ñ ìàòðèöåé óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé P (Y |X). Ïîêàæèòå, ÷òî
ïðè ëþáîì àëãîðèòìå îöåíèâàíèÿ Q(X̃, Y ) âåðîÿòíîñòü îøèáêè

Pe =
∑

x6=x̃,y

P (x)P (y|x)Q(x̃|y)

óäîâëåòâîðÿåò ãðàíèöå Ôàíî:
h(Pe) ≥ H(X|X̃),

ãäå h(x) = −x log x− (1− x) log(1− x) - äâîè÷íàÿ ýíòðîïèÿ.

6.3. Ê ìàðêîâñêèì öåïÿì 1

Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X → Y → Z îáðàçóþò öåïü ìàðêîâà â òîì ñìûñëå,
÷òî

P (X, Y, Z) = P (X)P (Y |X)P (Z|Y ).

Ïîêàæèòå ÷òî H(Z|X, Y ) = H(Z|Y ), H(X|Y, Z) = H(X|Y ).

6.4. Ê ìàðêîâñêèì öåïÿì 2

Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X → Y → Z îáðàçóþò öåïü ìàðêîâà â òîì ñìûñëå,
÷òî

P (X, Y, Z) = P (X)P (Y |X)P (Z|Y ).

Ïîêàæèòå ÷òî H(X, Z|Y ) = H(X|Y ) + H(Z|Y ).

6.5. Ëåììà îá îáðàáîòêå èíôîðìàöèè 1

Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X → Y → Z îáðàçóþò öåïü ìàðêîâà â òîì ñìûñëå,
÷òî

P (X, Y, Z) = P (X)P (Y |X)P (Z|Y ).

Ïîêàæèòå ÷òî
I(X, Y ) ≥ I(X, Z).
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6.6. Ëåììà îá îáðàáîòêå èíôîðìàöèè 2

Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X → Y → Z îáðàçóþò öåïü ìàðêîâà â òîì ñìûñëå,
÷òî

P (X, Y, Z) = P (X)P (Y |X)P (Z|Y ).

Ïîêàæèòå ÷òî
I(Y, Z) ≥ I(X, Z).

6.7. Ëåììà îá îáðàáîòêå èíôîðìàöèè 3

Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû U → X → Y → V îáðàçóþò öåïü ìàðêîâà â òîì
ñìûñëå, ÷òî

P (U,X, Y, V ) = P (U)P (X|U)P (Y |X)P (V |Y ).

Ïîêàæèòå ÷òî
I(U, V ) ≤ I(X, Y ).

6.8. Îáðàùåíèå òåîðåìû êîäèðîâàíèÿ

Ïóñòü èíôîðìàöèîííûå äâîè÷íûå K-áëîêè U ïðåîáðàçóþòñÿ êîäåðîì â ñëîâà X
äëèíû L íàä íåêîòîðûì àëôàâèòîì, ïåðåäàþòñÿ ïî êàíàëó ñ ìàòðèöåé óñëîâíûõ
âåðîÿòíîñòåé P (Y |X) è ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ C áèòîâ íà ñèìâîë. Ïîëó÷àþùèåñÿ
íà âûõîäå L-áëîêè Y ïðåîáðàçóþòñÿ äåêîäåðîì â âûõîäíûå äâîè÷íûå K-áëîêè V , ñì.
ðèñóíîê.

Ðèñ. 3. Ìîäåëü êàíàëà

Ïóñòü Pb(k) = P (Uk 6= Vk) � âåðîÿòíîñòü îøèáêè â k-îì áèòå, Pb = 1
K

∑K

k=1 Pb(k) �
ñðåäíÿÿ âåðîÿòíîñòü îøèáêè íà áèò. Ïîêàæèòå, ÷òî

h(Pb) ≥ 1− C

R
,

ãäå R = K
L
áèòîâ íà èñïîëüçîâàíèå êàíàëà, à h(x) � äâîè÷íàÿ ýíòðîïèÿ. Ïîñòðîéòå

íàáðîñîê ãðàôèêà ýòîé ãðàíèöû.

6.9. Ñîâìåñòíî-òèïè÷íûå áëîêè

Ïóñòü ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé P (X, Y ) ñ ýíòðîïèåé H(X, Y ) îïðå-
äåëÿåò ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé N -áëîêîâ (XN , Y N)

XN = {xN = (x1, x2, . . . , xN); xj ∈ X} Y N = {yN = (y1, y2, . . . , yN); yj ∈ Y }

ïî ïðàâèëó
P (xN , yN) =

∏
j

P (xj, yj).
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Ââåäåì ìíîæåñòâî β òèïè÷íûõ ïàð

Jβ =
{

(xN , yN) :
∣∣∣ 1
N

log
1

P (xN , yN)
−H(X, Y )

∣∣∣ ≤ β
}

Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà Jβ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|Jβ| ≤ 2N(H(X,Y )+β)

6.10. Ãðàíèöà äëÿ âåðîÿòíîñòè íåçàâèñèìîãî âûáîðà òèïè÷íîé ïàðû

Ïóñòü P (X, Y ) � ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñ ýíòðîïèåé H(X, Y ), à
P (X), P (Y ) � ñîîòâåòñòâóþùèå ìàðãèíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ýíòðîïèÿìè H(X),
H(Y ). Ðàññìîòðèì ïîðîæäåííûå èìè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé N -áëîêîâ

XN = {xN = (x1, x2, . . . , xN); xj ∈ X} Y N = {yN = (y1, y2, . . . , yN); yj ∈ Y } :

P (xN , yN) =
∏

j

P (xj, yj); P (xN) =
∏

j

P (xj); P (yN) =
∏

j

P (yj).

Ââåäåì ìíîæåñòâî Jβ ñîâìåñòíî òèïè÷íûõ ïàð:

Jβ =
{

(xN , yN) :
∣∣∣ 1
N

log
1

P (xN , yN)
−H(X, Y )

∣∣∣ ≤ β
}

Ïóñòü áëîêè xN , yN âûáðàíû íåçàâèñèìî ñîãëàñíî ìàðãèíàëüíûì ðàñïðåäåëåíèÿì
P (XN), P (Y N). Ïîêàçàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïàðà (xN , yN) îêàæåòñÿ ñîâìåñò-
íî òèïè÷íîé íå ïðåâûøàåò

P
(
(xN , yN) ∈ Jβ

)
≤ 2−N(I(X,Y )−3β),

ãäå I(X, Y ) � âçàèìíàÿ èíôîðìàöèÿ ìåæäó X è Y .

6.11. Ëåììà î âûáðàñûâàíèè

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî êàíàëà ïðåäëîæåí êîä C = {cN = (c1, . . . , cN)} äëèíû N è
ìîùíîñòè M = |C| è ñõåìà äåêîäèðîâàíèÿ, òàêèå ÷òî ñðåäíÿÿ âåðîÿòíîñòü Pe îøèáêè
íà áëîê íå ïðåâûøàåò ε:

Pe =
∑

cN 6=c̃N

P (cN , c̃N) < ε.

Ïîêàæèòå, ÷òî âûáðîñèâ íå áîëåå ïîëîâèíû èç M êîäîâûõ ñëîâ ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî,
÷òîáû ìàêñèìàëüíàÿ âåðîÿòíîñòü îøèáêè

Pmax = max
cN

max
c̃N 6=cN

P (cN , c̃N)

íå ïðåâûøàëà 2ε. Ê êàêîé ïîòåðå ñêîðîñòè êîäà ïðèâåäåò òàêîå âûáðàñûâàíèå ?

6.12. Ãðàíèöû äëÿ âåðîÿòíîñòè îøèáêè íà áèò

Ïóñòü êîäåð êàíàëà îòîáðàæàåò ðàâíîâåðîÿòíûå äâîè÷íûå K-áëîêè íà 2K êîäî-
âûõ ñëîâ c. Äåêîäåð âûíîñèò ðåøåíèÿ c̃ îòíîñèòåëüíî ïåðåäàííûõ ñëîâ ñî ñðåäíåé
âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè íà ñëîâî, ðàâíîé Pe =

∑
c̃6=c P (c, c̃). Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñðåäíåé

âåðîÿòíîñòè îøèáêè â ïåðåäàííîì Pb áèòå èìåþò ìåñòî ãðàíèöû:

Pe

K
≤ Pb ≤ Pe.
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6.13. Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äâîè÷íîãî ñèììåòðè÷íîãî êàíàëà

Íàéòè ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü C äâîè÷íîãî ñèììåòðè÷íîãî êàíà-
ëà ñ âõîäîì X = 0, 1, âûõîäîì Y = 0, 1 è âåðîÿòíîñòÿìè îøèáêè
P (y = 1|x = 0) = P (y = 0|x = 1) = p. Ïîñòðîèòü ãðàôèê çàâèñèìîñòè C(p).

íå çàâèñèò îò y. Òàê ÷òî C = 1− h(p).

6.14. Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü q-è÷íîãî ñèììåòðè÷íîãî êàíàëà

Íàéòè ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü C q-è÷íîãî ñèììåòðè÷íîãî êàíàëà ñî âõîäîì
X = 1, 2, . . . , q, âûõîäîì Y = 1, 2, . . . , q è âåðîÿòíîñòÿìè P (y = x) = 1 − p
P (y 6= x) = p

q−1
. Ïîñòðîèòü ãðàôèê çàâèñèìîñòè C(p). Ïðè êàêîì çíà÷åíèè p ïðî-

ïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü îáðàùàåòñÿ â íóëü ?

6.15. Ñóìàñøåäøàÿ ïèøóùàÿ ìàøèíêà

Íàéòè ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü C q-è÷íîé ñóìàñøåäøåé ïèøóùåé ìàøèíêè � êà-
íàëà ñ îäèíàêîâûìè âõîäíûì è âûõîäíûì àëôàâèòàìè X = Y = (0, 1, . . . , q − 1) è
òàêîãî, ÷òî êàæäûé äàííûé ñèìâîë s ïåðåõîäèò â ñåáÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − 2p, à ñ
ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè p îòîáðàæàåòñÿ íà ñîñåäíèå ñèìâîëû (s− 1) mod q è (s + 1)
mod q. Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ p = 1

3
è q = 3m ïðåäëîæèòü ñõåìó êîäèðîâàíèÿ, äîñòè-

ãàþùóþ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè.

6.16. Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êàíàëà ñî ñòèðàíèÿìè

Íàéòè ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü C äâîè÷íîãî ñèììåòðè÷íîãî êàíàëà ñî ñòèðàíè-
ÿìè: âõîä X = 0, 1, âûõîä Y = 0, 1, z, p(z|0) = p(z|1) = p, p(0|0) = p(1|1) = 1 − p.
Ïîñòðîèòü ãðàôèê çàâèñèìîñòè C(p).

6.17. (Â ÁÈËÅÒÀÕ) Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü Z-êàíàëà

Íàéòè âûðàæåíèå äëÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè C(p) Z-êàíàëà ñ äâîè÷íûì âõî-
äîì X = {0, 1}, äâîè÷íûì âûõîäîì Y = {0, 1} è ìàòðèöåé óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé
P (y = 0|x = 0) = 1, P (y = 1|x = 1) = p, P (y = 0|x = 1) = 1 − p. Íàéòè ÷èñëåííîå
çíà÷åíèå ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ïðè p = 1/2. Êàêîâû ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ C(p)
ïðè p → 0 è p → 1.

6.18. Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ïàðàëëåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ
íåçàâèñèìûõ êàíàëîâ - îáùèé ñëó÷àé

Ïóñòü äâà íåçàâèñèìûå êàíàëà ñî âõîäàìè X1, X2 è âûõîäàìè Y1, Y2 ñîåäè-
íåíû ïàðàëëåëüíî, îáðàçóÿ âåêòîðíûé êàíàë ñ ìàòðèöåé óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé
P (Y1Y2|X1X2) = P (Y1|X1)P (Y2|X2). Ïîêàæèòå, ÷òî ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ïàðàë-
ëåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ ðàâíà ñóììå ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé êàíàëîâ.

6.19. Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ïàðàëëåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ
íåçàâèñèìûõ êàíàëîâ

Íàéòè ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü ïàðàëëåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ ïàðû äâîè÷íûõ ñèì-
ìåòðè÷íûõ êàíàëîâ ñ âåðîÿòíîñòÿìè èñêàæåíèÿ ñèìâîëà p è q � êàíàëà ñ âåêòîðíûì
âõîäîì (X1, X2), X1, X2 = {0, 1}, âåêòîðíûì âûõîäîì (Y1, Y2), Y1, Y2 = {0, 1} è âåðî-
ÿòíîñòÿìè îøèáêè p â ñóáêàíàëå X1 → Y1 è q � â ñóáêàíàëå X2 → Y2.
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6.20. Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ïàðàëëåëüíûõ êàíàëîâ ñ îáùèì
âõîäîì

Íàéòè ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü ïàðàëëåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ ïàðû äâîè÷íûõ ñèì-
ìåòðè÷íûõ êàíàëîâ ñ îáúåäèíåííûì âõîäîì X = {0, 1}, âåêòîðíûì âûõîäîì (Y1, Y2)
Y1, Y2 = {0, 1} è âåðîÿòíîñòÿìè p è q èñêàæåíèÿ â ñóáêàíàëàõ X → Y1 è X → Y2.
Ó÷åñòü, ÷òî ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äîñòèãàåòñÿ íà ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè âå-
ðîÿòíîñòåé âõîäîâ. Êàêîé îêàæåòñÿ ýòà ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ïðè q = 0, q = 1/2,
q = 1.

6.21. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ýíòðîïèÿ îäíîìåðíîé ãàóññîâñêîé
ïëîòíîñòè

Íàéòè äèôôåðåíöèàëüíóþ ýíòðîïèþ H =
∫

x
g(x) log 1

g(x)
dx ãàóññîâñêîé ïëîòíîñòè

âåðîÿòíîñòåé

g(x) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2

ñ äèñïåðñèåé σ2 è ñðåäíèì çíà÷åíèåì µ. Ïîêàçàòü, ÷òî

H =
∫

x

ρ(x) log
1

g(x)
dx, åñëè

∫
x

x2ρ(x)dx = σ2.

6.22. Ãðàíèöà äëÿ èíôîðìàöèîííîé äèâåðãåíöèè

Ïóñòü p(x), g(x) � äâå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé. Ïîêàçàòü, ÷òî∫
p(x) log

p(x)
g(x)

dx ≥ 0

ñ ðàâåíñòâîì ïðè p(x) = g(x).

6.23. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ýíòðîïèÿ äâóìåðíîé ãàóññîâñêîé
ïëîòíîñòè

Íàéòè äèôôåðåíöèàëüíóþ ýíòðîïèþ äâóìåðíîé ãàóññîâñêîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíî-
ñòåé

g(z) =
1

2πσ2
e−

|z|2

2σ2 , z = x + jy, |z2| = x2 + y2,

ñ äèñïåðñèåé 2σ2.

6.24. Ýêñòðåìàëüíîñòü ãàóññîâñêîé ïëîòíîñòè

Ïîêàçàòü, ÷òî â êëàññå ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåé %(x) ñ íóëåâûì ñðåäíèì è çàäàí-
íîé äèñïåðñèåé σ2 =

∫
x2%(x)dx ãàóññîâñêàÿ ïëîòíîñòü

g(x) =
1√
2πσ

e−
x2

2σ2

îáëàäàåò ìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèåé.
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6.25. Âåðîÿòíîñòü îøèáêè â äâîè÷íîì ãàóññîâñêîì êàíàëå -
ìàêñèìóì ïðàâäîïîäîáèÿ

Ïóñòü áèò (0 èëè 1) ïåðåäàåòñÿ ïî êàíàëó ïðîòèâîïîëîæíûìè ñèãíàëàìè
x0(t) = +cp(t), x1(t) = −cp(t), ãäå

∫
p2(t)dt = 1, à Ec = c2 =

∫
x2

0,1(t)dt � ýíåðãèÿ
ñèãíàëà. Ïðèíÿòèÿ ðåàëèçàöèÿ y(t) = x0,1(t) + n(t) îòëè÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì áåëîãî
ãàóññîâñêîãî øóìà n(t). Ñîãëàñîâàííûé ôèëüòð ïðèåìíèêà âû÷èñëÿåò ïðîåêöèþ y(t)
íà îïîðíûé èìïóëüñ p(t). Ðåçóëüòàòîì

y =
∫

y(t)p(t)dt = ±c

∫
p2(t)dt +

∫
n(t)p(t)dt = ±c + w

îêàçûâàåòñÿ îòñ÷åò y, ðàâíûé ±c ïëþñ ñëó÷àéíàÿ øóìîâàÿ äîáàâêà w ñ äèñïåðñèåé
σ2. Ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåäàííîãî áèòà âûíîñÿòñÿ ïî ìàêñèìóìó ïðàâäîïîäîáèÿ.
Íàéòè çàâèñèìîñòü ñðåäíåé âåðîÿòíîñòè îøèáî÷íîãî Pe îò îòíîøåíèÿ ñèãíàë/øóì
µ2 = c2

σ2 = Ec

σ2 .

6.26. Âåðîÿòíîñòü îøèáêè â äâîè÷íîì ãàóññîâñêîì êàíàëå -
ìàêñèìóì àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè

Ïóñòü áèò (0 èëè 1) ïåðåäàåòñÿ ïî êàíàëó ïðîòèâîïîëîæíûìè ñèãíàëàìè
x0(t) = +cp(t), x1(t) = −cp(t), ãäå

∫
p2(t)dt = 1, à Ec = c2 =

∫
x2

0,1(t)dt � ýíåðãèÿ
ñèãíàëà. Ïðèíÿòèÿ ðåàëèçàöèÿ y(t) = x0,1(t) + n(t) îòëè÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì áåëîãî
ãàóññîâñêîãî øóìà n(t). Ñîãëàñîâàííûé ôèëüòð ïðèåìíèêà âû÷èñëÿåò ïðîåêöèþ y(t)
íà îïîðíûé èìïóëüñ p(t). Ðåçóëüòàòîì

y =
∫

y(t)p(t)dt = ±c

∫
p2(t)dt +

∫
n(t)p(t)dt = ±c + w

îêàçûâàåòñÿ îòñ÷åò y, ðàâíûé ±c ïëþñ ñëó÷àéíàÿ øóìîâàÿ äîáàâêà w ñ äèñïåðñèåé
σ2. Ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåäàííîãî áèòà âûíîñÿòñÿ ïî ìàêñèìóìó àïîñòåðèîðíîé
âåðîÿòíîñòè ñ àïðèîðîíîé ãèïîòåçîé î òîì, ÷òî P(1) = q. Íàéòè çàâèñèìîñòü ñðåäíåé
âåðîÿòíîñòè îøèáî÷íîãî Pe îò îòíîøåíèÿ ñèãíàë/øóì µ2 = c2

σ2 = Ec

σ2 . Ñêîëü ìàëûì
äîëæíî áûòü q, ÷òîáû äåìîäóëÿòð ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè ïðèíèìàë
ðàâíîâåðîÿòíûå ðåøåíèÿ ïðè ïåðåäà÷å åäèíèöû.

6.27. Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü âåùåñòâåííîãî íåïðåðûâíîãî
ãàóññîâñêîãî êàíàëà

Íàéòè ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü âåùåñòâåííîãî íåïðåðûâíîãî ãàóññîâñêîãî êàíàëà
y = x+w ñî ñðåäíåé ýíåðãèåé ïåðåäàâàåìîãî âåùåñòâåííîãî ñèìâîëà E[x2] = c2 = E è
äèñïåðñèåé øóìà E[w2] = σ2 = N0/2. Âûðàçèòü åå ÷åðåç ýíåðãèþ íà áèò Eb = E/R è
îäíîñòîðîííþþ ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü øóìà N0. Ïîêàçàòü, ÷òî íàäåæíàÿ ïåðåäà÷à
äàííûõ âîçìîæíî òîëüêî ïðè Eb

N0
> ln 2.

6.28. Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êîìïëåêñíîãî íåïðåðûâíîãî
ãàóññîâñêîãî êàíàëà

Íàéòè ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü íåïðåðûâíîãî êîìïëåêñíîãî êàíàëà y = x + w
ñî ñðåäíåé ýíåðãèåé ïåðåäàâàåìîãî âåùåñòâåííîãî ñèìâîëà E[|x|2] = c2 = E è äèñ-
ïåðñèåé øóìà E[|w|2] = 2σ2 = N0. Âûðàçèòü åå ÷åðåç ýíåðãèþ íà áèò Eb = E/R è
îäíîñòîðîííþþ ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü øóìà N0. Ïîêàçàòü, ÷òî íàäåæíàÿ ïåðåäà÷à
äàííûõ âîçìîæíî òîëüêî ïðè Eb

N0
> ln 2.
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6.29. Ïàðàëëåëüíûå ãàóññîâñêèå êàíàëû

Íàéòè ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü ñèñòåìû èç N ïàðàëëåëüíûõ âåùåñòâåííûõ íåïðå-
ðûâíûõ ãàóññîâñêèõ êàíàëîâ yn = xn + wn, n = 1..N ñî ñðåäíåé ýíåðãèåé ïåðåäàâà-
åìîãî âåùåñòâåííîãî ñèìâîëà E[x2

n] = En, äèñïåðñèåé øóìà E[w2
n] = σ2

n. Êàêîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ýíåðãèé ìåæäó êàíàëàìè ñ ôèêñèðîâàííîé ïîëíîé ýíåðãèåé E0 =

∑
n En

ìàêñèìèçèðóåò ýòó ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü? Êàê ðàñïðåäåëèòü ýíåðãèþ E0, êîãäà
âñå äèñïåðñèè îäèíàêîâû? Êàêîé îêàæåòñÿ ïðè ýòîì ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü?

6.30. Âåùåñòâåííûå è êîìïëåêñíûå ãàóññîâñêèå êàíàëû

Íàéòè ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü ïàðû ïàðàëëåëüíûõ âåùåñòâåííûõ íåïðåðûâíûõ
ãàóññîâñêèõ êàíàëîâ yn = xn + wn, n = 1, 2 ñî ñðåäíåé ýíåðãèåé ïåðåäàâàåìîãî âåùå-
ñòâåííîãî ñèìâîëà E[x2

n] = En, äèñïåðñèåé øóìà E[w2
n] = σ2

n. Êàêîå ðàñïðåäåëåíèå
ýíåðãèé ìåæäó êàíàëàìè ïðè ôèêñèðîâàííîé ïîëíîé ýíåðãèè E0 = E1 +E2 ìàêñèìè-
çèðóåò ýòó ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü? Êàê ðàñïðåäåëèòü ýíåðãèþ E0, êîãäà îáå äèñïåð-
ñèè îäèíàêîâû? Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè îäèíàêîâûõ äèñïåðñèÿõ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü
ïàðàëëåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ ðàâíà ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè êîìïëåêñíîãî ãàóññîâñêîãî
êàíàëà.

6.31. Ê ïàðàëëåëüíîìó ñîåäèíåíèþ êàíàëîâ

Ïóñòü èìååòñÿ ïàðà íåïðåðûâíûõ âåùåñòâåííûõ ãàóññîâñêèõ êàíàëîâ ñ îäèíàêîâîé
äèñïåðñèåé øóìà σ2. Äëÿ ïåðåäà÷è ñèìâîëà âûäåëåíà ôèêñèðîâàííàÿ ýíåðãèÿ E. ×òî
ëó÷øå â ïëàíå ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè � âëîæèòü âñþ ýòó ýíåðãèþ â îäèí êàíàë, èëè
ðàñïðåäåëèòü åå ìåæäó äâóìÿ êàíàëàìè ïîðîâíó? Îöåíèòü âûèãðûø â ïðîïóñêíîé
ñïîñîáíîñòè. Êàê ýòîò âûèãðûø çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ ñèãíàë/øóì µ2 = E

σ2 ?

6.32. (Â ÁÈËÅÒÀÕ) Ïðåäåëüíàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ñèñòåìû
ïàðàëëåëüíûõ êàíàëîâ

Ïóñòü äëÿ ïåðåäà÷è ñèìâîëà âûäåëåíà ôèêñèðîâàííàÿ ýíåðãèÿ E0. Åñëè âñþ åå
âëîæèòü â îäèí ãàóñîâñêèé êàíàë ñ äèñïåðñèåé øóìà σ2 = N0/2, ïîëó÷èòñÿ ïðîïóñê-
íàÿ ñïîñîáíîñòü C = 1

2
log(1 + 2E0

N0
). Êàêîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ìîæíî äîñòè÷ü,

ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëèâ ýíåðãèþ E0 ìåæäó N →∞ îäèíàêîâûì ãàóññîâñêèìè êàíà-
ëàìè ?

6.33. Ïðåäåëüíàÿ ñêîðîñòü ïåðåäà÷è ïî ðàäèîêàíàëó 1

Ïóñòü îòíîøåíèå ñèãíàë/øóì â êîìïëåêñíîì ðàäèîêàíàëå ñîñòàâëÿåò
µ2 = Es

2σ2 = Es

N0
= 7. Êàêîâà ïðè ýòîì ïðåäåëüíàÿ ñêîðîñòü R íàäåæíîé ïåðåäà-

÷è äàííûõ â áèòàõ íà èçìåðåíèå? Êàêîâà ðåàëüíàÿ ñêîðîñòü ïåðåäà÷è Rb â áèòàõ â
ñåêóíäó, åñëè ïîëîñà êàíàëà ñîñòàâëÿåò F = 1MHz. Êàêîâî ïðè ýòîì îòíîøåíèå Eb

N0
?

Íàñêîëüêî îíî óäàëåíî îò øåííîíîâñêîãî ïðåäåëà Eb

N0
> ln 2?

6.34. Ïðåäåëüíàÿ ñêîðîñòü ïåðåäà÷è ïî ðàäèîêàíàëó 2

Ïóñòü îòíîøåíèå ñèãíàë/øóì â êîìïëåêñíîì ðàäèîêàíàëå µ2 = Es

2σ2 = Es

N0
ñîñòàâëÿ-

åò 0.0718. Ïðåäåëüíàÿ ñêîðîñòü R íàäåæíîé ïåðåäà÷è äàííûõ â áèòàõ íà èçìåðåíèå
ñîñòàâëÿåò ïðè ýòîì R = log(1 + µ2) = 0.1. Êàêîâà ðåàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ ñêîðîñòü
ïåðåäà÷è Rb â áèòàõ â ñåêóíäó, åñëè ïîëîñà êàíàëà ñîñòàâëÿåò F = 1MHz ? Êàêîâî
îòíîøåíèå Eb

N0
? Íàñêîëüêî îíî óäàëåíî îò øåííîíîâñêîãî ïðåäåëà Eb

N0
> ln 2
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6.35. Ïðåäåëüíàÿ ñêîðîñòü ïåðåäà÷è ïî ðàäèîêàíàëó 3

Ïóñòü îòíîøåíèå ñèãíàë/øóì â âåùåñòâåííîì êàíàëå ñîñòàâëÿåò
µ2 = Es

σ2 = 2Es

N0
= 3. Êàêîâà ïðè ýòîì ïðåäåëüíàÿ ñêîðîñòü R íàäåæíîé ïåðåäà-

÷è äàííûõ â áèòàõ íà èçìåðåíèå. Êàêîâà ðåàëüíàÿ ñêîðîñòü ïåðåäà÷è Rb â áèòàõ â
ñåêóíäó, åñëè ïîëîñà êàíàëà ñîñòàâëÿåò F = 1MHz. Êàêîâî ïðè ýòîì îòíîøåíèå Eb

N0
.

Íàñêîëüêî îíî óäàëåíî îò øåííîíîâñêîãî ïðåäåëà Eb

N0
> ln 2

6.36. Ïðåäåëüíàÿ ñêîðîñòü ïåðåäà÷è ïî ðàäèîêàíàëó 4

Ïóñòü îòíîøåíèå ñèãíàë/øóì â âåùåñòâåííîì êàíàëå ñîñòàâëÿåò
µ2 = Es

σ2 = 2Es

N0
= 1. Êàêîâà ïðè ýòîì ïðåäåëüíàÿ ñêîðîñòü R íàäåæíîé ïåðåäà-

÷è äàííûõ â áèòàõ íà èçìåðåíèå. Êàêîâà ðåàëüíàÿ ñêîðîñòü ïåðåäà÷è Rb â áèòàõ â
ñåêóíäó, åñëè ïîëîñà êàíàëà ñîñòàâëÿåò F = 1MHz. Êàêîâî ïðè ýòîì îòíîøåíèå Eb

N0
.

Íàñêîëüêî îíî óäàëåíî îò øåííîíîâñêîãî ïðåäåëà Eb

N0
> ln 2

6.37. Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äâîè÷íîãî ãàóññîâñêîãî êàíàëà -
æåñòêèå ðåøåíèÿ

Ïóñòü áèò (0 èëè 1) ïåðåäàåòñÿ ïî êàíàëó ïðîòèâîïîëîæíûìè ñèãíàëàìè
x0(t) = +cp(t), x1(t) = −cp(t), ãäå

∫
p2(t)dt = 1, à Ec = c2 =

∫
x2

0,1(t)dt � ýíåðãèÿ
ñèãíàëà. Ïðèíÿòèÿ ðåàëèçàöèÿ y(t) = x0,1(t) + n(t) îòëè÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì áåëîãî
ãàóññîâñêîãî øóìà n(t). Ñîãëàñîâàííûé ôèëüòð ïðèåìíèêà âû÷èñëÿåò ïðîåêöèþ y(t)
íà îïîðíûé èìïóëüñ p(t). Ðåçóëüòàòîì

y =
∫

y(t)p(t)dt = ±c

∫
p2(t)dt +

∫
n(t)p(t)dt = ±c + w

îêàçûâàåòñÿ îòñ÷åò y, ðàâíûé±c ïëþñ ñëó÷àéíàÿ øóìîâàÿ äîáàâêà w ñ äèñïåðñèåé σ2.
Æåñòêèå ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåäàííîãî áèòà âûíîñÿòñÿ ïî ìàêñèìóìó ïðàâäî-
ïîäîáèÿ. Íàéòè çàâèñèìîñòü Ch(µ) ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ýòîãî êàíàëà îòíîøåíèÿ
ñèãíàë/øóì µ2 = c2

σ2 = Ec

σ2 .

6.38. Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äâîè÷íîãî ãàóññîâñêîãî êàíàëà -
ìÿãêèå ðåøåíèÿ

Ïóñòü áèò (0 èëè 1) ïåðåäàåòñÿ ïî êàíàëó ïðîòèâîïîëîæíûìè ñèãíàëàìè
x0(t) = +cp(t), x1(t) = −cp(t), ãäå

∫
p2(t)dt = 1, à Ec = c2 =

∫
x2

0,1(t)dt � ýíåðãèÿ
ñèãíàëà. Ïðèíÿòèÿ ðåàëèçàöèÿ y(t) = x0,1(t) + n(t) îòëè÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì áåëîãî
ãàóññîâñêîãî øóìà n(t). Ñîãëàñîâàííûé ôèëüòð ïðèåìíèêà âû÷èñëÿåò ïðîåêöèþ y(t)
íà îïîðíûé èìïóëüñ p(t). Ðåçóëüòàòîì

y =
∫

y(t)p(t)dt = ±c

∫
p2(t)dt +

∫
n(t)p(t)dt = ±c + w

îêàçûâàåòñÿ îòñ÷åò y, ðàâíûé±c ïëþñ ñëó÷àéíàÿ øóìîâàÿ äîáàâêà w ñ äèñïåðñèåé σ2.
Ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåäàííîãî áèòà ïî âûíîñÿòñÿ íàáëþäåíèþ y ïî ìàêñèìóìó
ïðàâäîïîäîáèÿ. Íàéòè âûðàæåíèå äëÿ Cs(µ) � çàâèñèìîñòè ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè
ýòîãî êàíàëà îò îòíîøåíèÿ ñèãíàë/øóì µ2 = c2

σ2 = Ec

σ2 .
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7. Íåëèíåéíûå áëî÷íûå êîäû

7.1. Ê ðàññòîÿíèþ Õýììèíãà

Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ðàññòîÿíèå Õýììèíãà dH(x, y) ìåæäó äâóìÿ n-áëîêàìè íàä q-
è÷íûì àëôàâèòîì îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ìåòðèêè:

0 ≤ dH(x, y) ≤ n,

dH(x, y) = 0 ⇒ x = y,

dH(x, y) ≤ dH(x, z) + dH(z, y).

7.2. ×èñëî îøèáîê

Ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîëüíûé q-è÷íûé [n, k, d]q-êîä, k = log M äëèíû n, ìîùíîñòè
M ñ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì d = 2t + 1 ãàðàíòèðîâàííî îáíàðóæèâàåò 2t îøèáîê
è ãàðàíòèðîâàííî èñïðàâëÿåò t îøèáîê.

7.3. ×èñëî ñòèðàíèé

Ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîëüíûé q-è÷íûé [n, k, d]q-êîä, k = log M äëèíû n, ìîùíîñòè
M ñ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì d ãàðàíòèðîâàííî îáíàðóæèâàåò (d− 1)-ó îøèáêó è
èñïðàâëÿåò d− 1 ñòèðàíèå.

7.4. ×èñëî îøèáîê è ñòèðàíèé

Ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîëüíûé q-è÷íûé [n, k, d]q-êîä, k = log M äëèíû n, ìîùíîñòè
M ñ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì d = 2t+ e+1 ãàðàíòèðîâàííî èñïðàâëÿåò e ñòèðàíèé
è t îøèáîê.

7.5. Îáúåì øàðîâîãî ñëîÿ

Ïóñòü Vq(n, t) = {x : dH(c, x) ≤ t} � õýììèíãîâñêàÿ ñôåðà ðàäèóñà t ≤ n/2. Ïîêà-
çàòü, ÷òî

|Vq(n, t)| − |Vq(n, t− 1)|
|Vq(n, t)|

≤ 1
1 + 1

q−1
t

n−t+1

,

òî åñòü, ÷òî ïðè n → ∞ â n-ìåðíîì õýììèíãîâñêîì ïðîñòðàíñòâå îáúåì øàðîâîãî
ñëîÿ åäèíè÷íîé òîëùèíû àñèìïòîòè÷åñêè ðàâåí îáúåìó âñåé ñôåðû.

7.6. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà îáúåìà ñôåðû

Ïóñòü Vq(n, d) = {x : dH(c, x) ≤ d} � õýììèíãîâñêàÿ ñôåðà ðàäèóñà t. Ïîêàçàòü,
ïðè n →∞

|Vq(n, d)| ∼ 2nhq(δ) + o(δ),

ãäå δ = d
n
, à hq(δ) = h(δ) + δ log(q − 1).
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7.7. Ãðàíèöà Âàðøèìîâà-Ãèëüáåðòà

Äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå q-è÷íîãî [n, k, d]q-êîäà ñ ìîùíîñòüþ M , (k = log M), óäî-
âëåòâîðÿþùåé ãðàíèöå

M ≥ qn

|Vq(n, d− 1)|
.

Âûâåñòè îòñþäà àñèìïòîòè÷åñêóþ ãðàíèöó

R ≥ log q − hq(δ),

ãäå R = log M
n

= k
n
, δ = d

n
, à hq(δ) = h(δ) + δ log(q− 1). Ïîñòðîèòü ãðàôèê çàâèñèìîñòè

R(δ) äëÿ q = 2.

7.8. Äåêîäèðîâàíèå äî ãðàíèöû ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ

Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè äåêîäèðîâàíèè äâîè÷íûõ êîäîâ äî ãðàíèöû ìèíèìàëüíîãî ðàñ-
ñòîÿíèÿ (òî åñòü ñ èñïðàâëåíèåì íà áîëåå t = d−1

2
îøèáîê) ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü

äâîè÷íîãî ñèììåòðè÷íîãî êàíàëà íå äîñòèãàåòñÿ.

7.9. Âåðõíÿÿ ãðàíèöà Õýììèíãà

Äîêàçàòü, ÷òî ìîùíîñòü M , (k = log M) q-è÷íîãî [n, k, d]q-êîäà ñ ìèíèìàëüíûì
ðàññòîÿíèåì d = 2t + 1 íå ïðåâûøàåò ãðàíèöû Õýììèíãà

M ≤ qn

|Vq(n, t)|
.

R ≤ log q − hq(δ/2),

ãäå R = log M
n

= k
n
, δ = d

n
, à hq(δ) = h(δ) + δ log(q− 1). Ïîñòðîèòü ãðàôèê çàâèñèìîñòè

R(δ) äëÿ q = 2. Ïðèâåñòè ïðèìåð ñîâåðøåííîãî äâîè÷íîãî êîäà, äëÿ êîòîðîãî ãðàíèöà
Õýììèíãà âûïîëíÿåòñÿ ñ ðàâåíñòâîì.

7.10. Âåðõíÿÿ ãðàíèöà Ñèíãëòîíà

Äîêàçàòü, ÷òî ìîùíîñòü M , (k = log M) q-è÷íîãî [n, k, d]q-êîäà ñ ìèíèìàëüíûì
ðàññòîÿíèåì d = 2t + 1 íå ïðåâûøàåò ãðàíèöû Ñèíãëòîíà:

M ≤ q(n−d+1).

Ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêóþ ãðàíèöó

R

log q
≤ (1− δ),

ãäå R = log M
n

, δ = d
n
. Ïðèâåñòè ïðèìåð ÌÄÐ-êîäà, ëåæàùåãî íà ãðàíèöå Ñèíãëòîíà.

8. Ýëåìåíòû àëãåáðû

8.1. Ïîäãðóïïû è ñìåæíûå êëàññû. Ñîñòàâíàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.

Íàéòè ïîäãðóïïû àääèòèâíîé ãðóïïû êîëüöà Z10 öåëûõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ 10. Ïåðå-
÷èñëèòü ýëåìåíòû èõ ñìåæíûõ êëàññîâ. Îõàðàêòåðèçîâàòü ôàêòîð ãðóïïû. Ïîêàçàòü,
÷òî äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ïîäãðóïï ýêâèâàëåíòíî ãðóïïå Z10.
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8.2. Ïîäãðóïïû è ñìåæíûå êëàññû. Ïðèìàðíàÿ öèêëè÷åñêàÿ
ãðóïïà.

Íàéòè ïîäãðóïïû àääèòèâíîé ãðóïïû êîëüöà Z16 öåëûõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ 16. Ïåðå-
÷èñëèòü ýëåìåíòû èõ ñìåæíûõ êëàññîâ. Îõàðàêòåðèçîâàòü ôàêòîð ãðóïïû. Ïîêàçàòü,
÷òî â ãðóïïå ñóùåñòâóåò öåïî÷êà âëîæåííûõ ïîäãðóïï ñ ôàêòîð-ãðóïïàìè Z2, â òî
âðåìÿ êàê ñàìà îíà íå èçîìîðôíà äåêàðòîâó ïðîèçâåäåíèþ ÷åòûðåõ ãðóïï Z2.

8.3. Äèàäè÷åñêàÿ ãðóïïà

Ïåðå÷èñëèòü âñå ïîäãðóïïû â ãðóïïå Z2×Z2×Z2 � äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè òðåõ
ãðóïï Z2 öåëûõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ 2. Äëÿ êàæäîé èç ïîäãðóïï íàéòè ñìåæíûå êëàññû.

8.4. Ðàñøèðåííûé àëãîðèòì Åâêëèäà

Íàéòè ïðåäñòàâëåíèå ðàâíîãî åäèíèöå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ÷èñåë 5 è 3
â âèäå ëèíåéíîé ôîðìû 1 = α5 + β3 ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè α, β ∈ Z.

8.5. Ïðîñòûå ïîëÿ

Ïîêàæèòå, ÷òî êîëüöî Zp öåëûõ ÷èñåë ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.
Ïî÷åìó íèêàêîå êîëüöî Znm ïî ñîñòàâíîìó ìîäóëþ ïîëåì íå ÿâëÿåòñÿ ?

8.6. Õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ

Ïîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì ïîëå F ñóùåñòâóåò ïðîñòîå ïîäïîëå F ′ ýêâèâàëåíòíîå
ëèáî îäíîìó èç ïîëåé Zp = Fp (õàðàêòåðèñòèêà p), ëèáî ïîëþ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
(õàðàêòåðèñòèêà 0).

8.7. Àâòîìîðôèçì Ôðîáåíèóñà

Ïîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì ïîëå F õàðàêòåðèñòèêè p îòîáðàæåíèå ϕ(x) = xp ÿâëÿåòñÿ
àâòîìîðôèçìîì � îòîáðàæåíèåì ïîëÿ â ñåáÿ, ñîõðàíÿþùèì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ.

8.8. Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû

Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí h(x) = xn +hn−1x
n−1 + · · ·+h1x+h0 ñòåïåíè n íå ìîæåò

èìåòü áîëåå n êîðíåé íè â êàêîì ïîëå.

8.9. Ñîïðÿæåííûå êîðíè

Ïóñòü h(x) = xn + hn−1x
n−1 + · · · + h1x + h0 � ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè èç

ïðîñòîãî ïîäïîëÿ Fp íåêîòîðîãî ïîëÿ F õàðàêòåðèñòèêè p. Ïóñòü α ∈ F � êîðåíü
h(x): h(α) = 0. Ïîêàæèòå, ÷òî âñå ñîïðÿæåííûå ïðî Ôðîáåíèóñó ýëåìåíòû ϕ(α) = αp,
ϕ(ϕ(α)) = (αp)p = αp2

, αp3
. . . òàêæå ÿâëÿþòñÿ åãî êîðíÿìè. Ïîêàæèòå, ÷òî òàêèõ

ýëåìåíòîâ íå ìîæåò áûòü áîëüøå n.

8.10. Îðáèòû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ

Ïóñòü α ∈ F � íåêîòîðûé ýëåìåíò ïîëÿ F õàðàêòåðèñòèêè p. Ðàññìîòðèì ìíîæå-
ñòâî (îðáèòó) ñîïðÿæåííûõ ñ íèì ïî Ôðîáåíèóñó ýëåìåíòîâ

{α, αp, αp2
, αp3

, . . . , αpn−1
, αpn

= α}.
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Ïóñòü

h(x) =
n−1∏
k=0

(x− αpk

)

ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, èìåþùèé ñâîèìè êîðíÿìè âñå ýëåìåíòû îðáèòû. Ïîêàæèòå, ÷òî
âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà h(x) ïðèíàäëåæàòü ïðîñòîìó ïîäïîëþ Fp ∈ F .

8.11. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

Ïîêàæèòå, ÷òî ìîùíîñòü (÷èñëî ýëåìåíòîâ) n-ìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà
Ln(Fq) ñîñòàâëÿåò íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fq èç q ýëåìåíòîâ ñîñòàâëÿåò qn. Êàêîâà
ìîùíîñòü îäíîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà (ïðÿìîé), ïîäïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè k,
ãèïåðïëîñêîñòè (ïîäïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè n− 1).

8.12. Îòîáðàæåíèÿ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ

Ïóñòü ϕ : Ln → Lm � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå (ìîðôèçì) ïðîñòðàíñòâà Ln(Fq) â
Lm(Fq). Ðàññìîòðèì åãî ÿäðî

Ker(ϕ) = {x ∈ Ln : ϕ(x) = 0},

è îáðàç
Im(ϕ) = {y ∈ Lm : ∃x ∈ Ln y = ϕ(x)}.

Ïîêàæèòå, ÷òî Ker(ϕ) è Im(ϕ) � ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â Ln è Lm. Ïîêàæèòå,
÷òî

dim Ln

dim Ker(ϕ)
= dim Im(ϕ),

ãäå dim � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà.

8.13. Ëèíåéíûå ôîðìû

Ïóñòü ϕ : Ln → Fq � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà Ln(Fq) â ïîëå Fq. Ïîêà-
æèòå, ÷òî åãî ÿäðî

Ker(ϕ) = {x ∈ Ln : ϕ(x) = 0},

ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ � ïîäïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè n−1. Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ
â ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâå Ln/Ker(ϕ), êàêîâû èõ îáðàçû ïðè îòîáðàæåíèè ϕ. Êàêèå
ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ îïðåäåëÿþò îäíó è òó æå ãèïåðïëîñêîñòü.

8.14. Äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî

Ïóñòü Ln(Fq) � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n íàä ïîëåì Fq. Ïîêàæèòå,
÷òî ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ϕ : Ln → Fq îáðàçóåò (äâîéñòâåííîå) ëè-
íåéíîå ïðîñòðàíñòâî L∗

n(Fq). Êàêîâà åãî ðàçìåðíîñòü ? Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
áàçèñà (e1, . . . , en) Ln ìîæíî ïîñòðîèòü äâîéñòâåííûé áàçèñ (f1, . . . , fn) â L∗

q , òàêîé
÷òî fj(ek) = δj,k.

8.15. Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ è ìàòðèöû

Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ϕ : Ln → Lm ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ
íàä ïîëåì Fq ìîæíî ïðåäñòàâèòü (m,n) ìàòðèöåé ñ ýëåìåíòàìè èç Fq. Êàêîâ êëàññ
ìàòðèö, çàäàþùèõ îäíî è òî æå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå.
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8.16. Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ è ìàòðèöû

Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ϕ : Ln → Lm ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ
íàä ïîëåì Fq ìîæíî ïðåäñòàâèòü (m,n)-ìàòðèöåé ñ ýëåìåíòàìè èç Fq. Êàêèì ñâîé-
ñòâîì äîëæíà îáëàäàòü ýòà ìàòðèöà, ÷òîáû îòîáðàæåíèå ϕ áûëî íàëîæåíèåì (îòîá-
ðàæåíèåì íà), òàêèì ÷òî dim Im(ϕ) = m.

9. Ëèíåéíûå áëî÷íûå êîäû

9.1. Ýêâèâàëåíòíûå êîäû, ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà

Ëèíåéíûå êîäû íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îäèí ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîãî ïå-
ðåñòàíîâêîé ñëîâ, ïåðåñòàíîâêîé êîîðäèíàò ñëîâ è ïîêîîðäèíàòíûì óìíîæåíè-
åì âñåõ ñëîâ íà ôèêñèðîâàííûé áëîê (s1, s2, . . . , sn) ñ íåíóëåâûìè êîîðäèíàòàìè:
(c1, c2, . . . , cn) → (s1c1, s2c2, . . . , sncn). Ïîêàæèòå, ÷òî ýêâèâàëåíòíûå êîäû îáëàäàþò
îäèíàêîâûìè [n, k, d]q ïàðàìåòðàìè. Êàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû
äàþò ýêâèâàëåíòíûå êîäû. Ïîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ýêâèâàëåíòíûõ êîäîâ âñåãäà ñóùå-
ñòâóåò êîä ñ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé â ñèñòåìàòè÷åñêîé ôîðìå.

9.2. Ýêâèâàëåíòíûå êîäû, ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà

Ëèíåéíûå êîäû íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îäèí ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîãî ïå-
ðåñòàíîâêîé ñëîâ, ïåðåñòàíîâêîé êîîðäèíàò ñëîâ è ïîêîîðäèíàòíûì óìíîæåíè-
åì âñåõ ñëîâ íà ôèêñèðîâàííûé áëîê (s1, s2, . . . , sn) ñ íåíóëåâûìè êîîðäèíàòàìè:
(c1, c2, . . . , cn) → (s1c1, s2c2, . . . , sncn). Ïîêàæèòå, ÷òî ýêâèâàëåíòíûå êîäû îáëàäàþò
îäèíàêîâûìè [n, k, d]q ïàðàìåòðàìè. Êàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû äà-
þò ýêâèâàëåíòíûå êîäû. Ïîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ýêâèâàëåíòíûõ êîäîâ âñåãäà ñóùåñòâó-
åò êîä ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé â ñèñòåìàòè÷åñêîé ôîðìå.

9.3. Ïîðîæäàþùàÿ-ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöû

Ïóñòü çàäàíà (n, k) ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà G â ñèñòåìàòè÷åñêîé ôîðìå. Ïðåäëî-
æèòü àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìàòè÷åñêîé ïðîâåðî÷íîé H ìàòðèöû ýòîãî êîäà.

9.4. Ëèíåéíûå êîäû íà ãðàíèöå Ñèíãëòîíà - ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà

Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ïàðàìåòðû ëèíåéíîãî [n, k, d]q-êîäà ëåæàò íà ãðàíèöå Ñèíãë-
òîíà (ÌÄÐ-êîä ñ d = n − k + 1), òî âñå (n − k, n − k) êâàäðàòíûå ïîäìàòðèöû åãî
(n− k, n) ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû íåâûðîæäåíû. Ïðåäëîæèòå ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì
èñïðàâëåíèÿ d− 1 = n− k ñòèðàíèé ÌÄÐ-êîäîì.

9.5. Ëèíåéíûå êîäû íà ãðàíèöå Ñèíãëòîíà - ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà

Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ïàðàìåòðû ëèíåéíîãî [n, k, d]q-êîäà ëåæàò íà ãðàíèöå Ñèí-
ãëòîíà (ÌÄÐ-êîä c d = n − k + 1), òî âñå (k, k) êâàäðàòíûå ïîäìàòðèöû åãî (n, k)
ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû íåâûðîæäåíû, òî åñòü íèêàêîå íåíóëåâîå êîäîâîå ñëîâî íå
ìîæåò ïðèíèìàòü íóëåâûå çíà÷åíèÿ â ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì çàäàííûõ k-ïîçèöèÿõ.
Â ÷àñòíîñòè, áåçîøèáî÷íûé ïðèåì ëþáûõ k êîîðäèíàò âïîëíå îïðåäåëÿåò êîäîâîå
ñëîâî â öåëîì. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì èñïðàâëåíèÿ d− 1 = n− k ñòèðàíèé ïî ïðîâå-
ðî÷íîé ìàòðèöå ÌÄÐ-êîäà.
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9.6. Îöåíêà ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ñëó÷àéíîãî ëèíåéíîãî êîäà

Ïîêàæèòå, ÷òî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå d ñëó÷àéíîãî ëèíåéíîãî [n, k, d]2 êîäà ëå-
æèò íà ãðàíèöå Âàðøàìîâà-Ãèëüáåðòà:

h
(d

n

)
' 1−R = 1− k

n
.

9.7. Êîä ïîâòîðåíèÿ

Ïîêàæèòå, ÷òî [n, k, d]2 êîä ïîâòîðåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè [n = 2t + 1, 1, 2t + 1]2 ñî-
âåðøåíåí. Êàêîâà ñêîðîñòü ýòîãî êîäà, êàêîâî ÷èñëî ãàðàíòèðîâàííî èñïðàâëÿåìûõ
îøèáîê? Êàê âûãëÿäÿò åãî ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà?

9.8. Êîä Õýììèíãà

Ïîêàæèòå, ÷òî [n, k, d]2 êîä Õýììèíãà ñ ïàðàìåòðàìè [n = 2m − 1, n − m, 3]2 ñî-
âåðøåíåí. Êàêîâà ñêîðîñòü ýòîãî êîäà, êàêîâî ÷èñëî ãàðàíòèðîâàííî èñïðàâëÿåìûõ
îøèáîê? Êàê âûãëÿäÿò åãî ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà?

9.9. Âûêàëûâàíèå

Ïóñòü èìååòñÿ ëèíåéíûé [n, k, d]q-êîä ñ d ≥ 2. Ïîñòðîèòü íà åãî îñíîâå âûêîëîòûé
êîä ñ ïàðàìåòðàìè [n− 1, k, d− 1]q.

9.10. Óêîðî÷åíèå

Ïóñòü èìååòñÿ ëèíåéíûé [n, k, d]q-êîä. Ïîñòðîèòü íà åãî îñíîâå óêîðî÷åííûé êîä
ñ ïàðàìåòðàìè [n− 1, k − 1, d]q.
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